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Résumé

Lorsque des ondes d’amplitudes suffisamment importantes se propagent dans un milieu, elles
peuvent interagir et donner naissance à des ondes de longueurs d’onde différentes. L’énergie est
transportée par interactions non linéaire et une cascade d’énergie peut alors avoir lieu sur une
large gamme d’échelles spatiales, d’une échelle d’injection à une échelle de dissipation. Cette
phénoménologie, présentant des analogies formelles avec la turbulence hydrodynamique peut se
rencontrer dans de nombreux systèmes physique tels que les ondes de gravité et de capillarité à la
surface de la mer, les ondes internes dans l’océan ou l’atmosphère, les ondes élastiques, les ondes
d’Alfvén dans le vent solaire... Dans cette thèse, la dynamique et la statistique d’un ensemble
d’ondes de surface en interaction est étudiée dans différents systèmes : les ondes capillaires et
de gravité à la surface d’un liquide ainsi que les ondes hydro-élastiques à la surface d’une feuille
élastique flottante. Les résultats expérimentaux et numériques sont comparés aux prédictions de
la théorie de turbulence d’ondes, aussi appelée turbulence faible. Nous mettrons plus particu-
lièrement l’accent sur l’influence de la dissipation et de structures cohérentes sur un ensemble
d’ondes en interaction.

Dans une première temps, la turbulence d’ondes gravito-capillaires à la surface d’un liquide
est étudiée, à la fois en régime stationnaire et instationnaire. Le déclin auto-similaire en temps
de la turbulence d’ondes capillaires en déclin est observé expérimentalement, en accord avec
le scénario théorique. Cependant, nous mettons en évidence l’existence de dissipation au sein
de la cascade. L’influence de la dissipation à toutes les échelles sur les cascades de turbulence
d’ondes est alors étudiée en régime stationnaire : pour une faible dissipation, la dépendance du
régime de turbulence d’ondes avec l’échelle est trouvée en accord avec la théorie, cependant nous
mettons en évidence un flux d’énergie non constant ; pour une forte dissipation, le régime de
turbulence d’ondes est en fort désaccord avec la théorie. Par ailleurs, les premières simulations
numériques de turbulence d’ondes capillaires à partir des équations diphasiques de Navier-Stokes
(code opensource Gerris) sont présentées. Un spectre en loi de puissance est observé en bon
accord avec la théorie. Les cascades inverse et directe de la turbulence d’ondes de gravité sont
ensuite étudiées. Nous présentons la première observation expérimentale de lacascade inverse des
petites vers lesgrandes échelles. Les effets de taille finie et l’influence des conditions aux limites
sur la cascade directe d’ondes de gravité sont discutés à l’aide d’expériences dans des bassins de
grandes tailles.

Dans une seconde partie, je m’intéresse aux ondes hydro-élastiques à la surface d’une feuille
élastique flottante sur un liquide. Deux régimes d’ondes élastiques sontobservés : des ondes de
tension et de flexion (respectivement à basse et haute fréquence) en bon accord avec la théorie
linéaire. La valeur de la tension statique de la feuille est contrôlée par la pression hydrostatique
imposée sur le système. Lorsque l’amplitude de forçage est augmentée, un décalage significatif
de la relation de dispersionnon linéairedes ondes est observé, due à une surtension créé par les
oscillations lentes du mode fondamental de lafeuille. Le processus d’interactions à trois ondes est
mis en évidence expérimentalement et un régime de turbulence d’ondes est observé.Un spectre
en loi de puissance est observé, avec un exposant en désaccord avec les prédictions théoriques.
Différentes hypothèses sont discutées afin d’expliquer ce désaccord, comme l’existence de dissi-
pation à différentes échelles au sein de la zone inertielle, ou l’influence des fortes non linéarités
du mode fondamental.
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Abstract

When a large number of weakly nonlinear waves interact with each other, they can develop a
regime of wave turbulence where the wave energy is transferred from the large forcing scales to
the small dissipative scales. This cascade phenomenology presents analogies with hydrodynamical
turbulence and can take place in various contexts involving waves at various scales : astrophysical
plasmas, internal waves in oceanography or in atmosphere, spin waves in magnetic materials,
nonlinear waves in optics, etc. In this thesis we investigate the statistical and dynamical properties
of surface wave in different systems : gravity and capillary waves on a fluid surface and also hydro-
elastic waves at the surface of a floating elastic sheet. Experimental and numerical results are
compared to weak turbulence theory. In particular we will discuss the influence of dissipation
and coherent structure on an ensemble of interacting waves.

In a first part, gravity-capillary wave turbulence at the surface of a liquid is investigated,
both in stationary and instationary regimes. The self similar decay of capillary wave turbulence
is experimentally observed, in agreement with the weak turbulence theory. However we observe
the occurrence of dissipation at all scales. The influence of dissipation on the wave turbulence
cascade is then studied in stationary regime : when the dissipation is low enough, the depen-
dency of the wave turbulence regime with the scale is found in agreement with weak turbulence
prediction while a non constant energy flux through the scale is observed ; at high dissipation, a
wave turbulence regime in disagreement with the theory is observed. Otherwise, the first direct
numerical simulation of capillary wave turbulence from the two-phase Navier-Stokes equations
are also reported (using the open source code Gerris). The wave spectrum is found as a power
law in good agreement with the theory. Finally the gravity wave turbulence cascades are discus-
sed. We report the first observation of the inverse cascade and discuss the influence of finite size
effects and boundary conditions on the direct cascade through experiments in large size wave
tanks.

In a second part, we present an experimental study of hydro-elastic waves at the surface of
a floating elastic sheet, where both tension and bending waves take place. When the forcing is
increased, a significant non-linear shift of the dispersion relation is observed. We show that this
shift is due to an additional tension of the sheet induced by the transverse slow motion of a
fundamental mode of the sheet. Three waves interaction are characterized and a wave turbulence
like state is observed, with a spectrum in strong disagreement with weak turbulence predictions.
Different hypothesis are discussed in order to understand this discrepancy : dissipation at all
scales and the influence of the strong non linearities of the eigenmode.
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D’une onde à la turbulence d’ondes

Le notion d’ondes se rencontre dans la nature dans un grand nombre de systèmes et à de
multiples échelles spatiales et temporelles, que ce soit en physique, en biologie ou en chimie.
La théorie linéaire des ondes s’est développée dans de nombreux champs de la physique tels
que l’acoustique, l’électromagnétisme, l’élasticité ou encore l’hydrodynamique [1, 2, 3, 4]. Le
développement de la physique quantique au 20eme siècle s’est également énormément basé sur le
concept d’ondes.

La théorie linéaire des ondes s’applique lorsque des hypothèses appropriées permettent de
réduire le système physique à un ensemble d’équations aux dérivées partielles linéaires, tel que
l’équation d’ondes de D’Alembert ou encore l’équation de Laplace. Ce système d’équations,
associé à des conditions aux limites linéaires permet d’obtenir des solutions sous la forme de
superposition d’ondes harmoniques. Les périodes de propagation en temps et en espace sont
alors reliées par une relation de dispersion dépendant des propriétés du milieu. Les équations
primitives d’un système mécanique tels que l’élasticité ou l’hydrodynamique étant rarement
linéaire, l’approximation linéaire se limite aux déplacements de faible amplitude autour d’un
état d’équilibre. Cette condition s’exprime par exemple pour les ondes à la surface d’un liquide
par une faible pente, c’est-à-dire une amplitude faible devant la longueur d’onde de propagation.

Lorsque l’hypothèse de faible amplitude n’est plus valable, le cadre théorique linéaire ne peut
plus être formellement appliqué et les propriétés non linéaires des ondes doivent être considérées.
Suite à des développements théoriques majeurs en physique non linéaire, dans la seconde moitié
du 20eme siècle, des solutions sont maintenant disponibles pour décrire les multiples phénomènes
non-linéaires liés à la modulation des ondes en temps et en espace, tels que la propagation de soli-
tons, l’instabilité modulationelle, ou encore le déferlement des vagues [5, 6]. Dans ce contexte, des
échanges d’énergie entre ondes faiblement non linéaires sont possibles : plusieurs ondes peuvent
se rencontrer, interagir et former des ondes de longueurs d’onde différentes, ou une onde seule
peut se déstabiliser et donner naissance à un couple d’ondes de fréquences plus faibles [6].

Ces approches restent déterministes et s’intéressent à l’évolution en temps et en espace d’un
ou de quelques modes. Cette démarche devient délicate lorsqu’un grand nombre d’ondes est mis
en jeu. Or, il suffit d’une observation naïve d’un système naturel comme les ondes à la surface
de l’océan pour voir que de nombreuses ondes à des échelles variées sont mises en jeu (cf. fig. 1,
gauche). Une approche statistique est alors nécessaire, c’est le cadre de la turbulence d’ondes.

Lorsque des ondes d’amplitudes suffisamment importantes se propagent dans un milieu, elles
peuvent interagir et donner naissance à des ondes de longueurs d’onde différentes. Des transferts
d’énergie ont alors lieu sur une large gamme d’échelles spatiales. L’énergie du système cascade
d’une échelle d’injection à une échelle de dissipation par interactions non linéaires. Cette phé-
noménologie se rencontre dans de nombreux systèmes physiques [7, 8, 9], le premier venant à
l’esprit étant les ondes de gravité à la surface de la mer mais également les ondes internes dans
l’océan ou l’atmosphère, les ondes capillaires, les ondes élastiques, la physique des plasmas de
fusion, les ondes d’Alfvén décrivant le vent solaire en astrophysique, les ondes de spin en physique
du solide, les ondes dans les condensats de Bose-Einstein en mécanique quantique ou encore les
ondes en optique non linéaire.
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Figure 1 – Gauche : Champ d’ondes à la surface de l’océan (photographie National Geographics).
Droite : Champ de tourbillons dans l’océan (observation satellite Nasa). De multiples échelles de
vagues (gauche) et de tourbillons (droite) sont visibles.

La turbulence d’ondes au sein de la théorie générale de la turbulence.

Le nom de "turbulence" d’ondes vient des analogies avec la turbulence hydrodynamique.
Il convient cependant de remarquer que les objets non linéaires dans le cas de la turbulence
d’ondes sont des ondes et non pas des tourbillons comme en turbulence hydrodynamique (cf.
fig. 1). La turbulence hydrodynamique reste l’un des grands problèmes ouvert de la physique
théorique macroscopique et nous allons voir ce que la turbulence d’ondes pourrait lui apporter.
La turbulence hydrodynamique et la turbulence d’ondes s’intéressent toutes deux à des systèmes
avec un très grand nombre de degrés de liberté qui doivent être décrits statistiquement, loin de
l’équilibre thermodynamique et présentant des sources et des puits d’énergie localisés à des échelles
différentes. Enfin, le point commun le plus remarquable est l’existence, de solutions stationnaires
hors équilibre, sous forme de cascade, d’une quantité conservée dont le flux est constant à travers
les échelles.

L’étude de la turbulence hydrodynamique consiste à comprendre les propriétés statistiques
et dynamiques de la mécanique des fluides décrit comme un système d’équations non linéaires,
les équations de Navier-Stokes, en présence de sources d’énergie (forçage) et de puits d’énergie
(dissipation). L’approche statistique est nécessaire, malgré la connaissance des équations déter-
ministes de l’hydrodynamique, du fait du très grand nombre de degrés de liberté du système et
de l’importance des non-linéarités.

L’image classique de la turbulence hydrodynamique 3D est la cascade directe de Richardson
(cf. fig. 2) [8, 11] : de grands tourbillons sont initialement présents, qui donnent naissance à
des tourbillons d’extension spatiale plus petits, qui eux mêmes vont ensuite se décomposer en
tourbillons plus petits, jusqu’à atteindre une échelle où l’effet de la viscosité devient importante
et où l’énergie va se dissiper. Ce processus hiérarchique de cascade résulte de la conservation de
l’énergie par les équations hydrodynamique au sein de cette cascade, l’énergie étant transportée
d’une échelle d’injection à une échelle de dissipation par des mécanismes non linéaires. Les
interactions sont locales, c’est à dire entre des tourbillons de tailles similaires.
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Figure 2 – (a) Cascade de Richardson. (b) Collection de spectres expérimentaux témoignant de
la loi de Kolmogorov en turbulence hydrodynamique [10] (c) : Représentation schématique de la
cascade directe d’énergie dans l’espace de Fourier, adapté de [8].

L’énergie E = 1
2⟨u

2⟩ peut s’écrire dans l’espace de Fourier E =
∫
Ekdk. Un flux d’énergie

P à travers les échelles est alors être défini, tel que ∂Ek
∂t = ∂P

∂k . L’intégration de cette relation
au sein de la zone inertielle donne alors une relation du type ∂

∂t

∫ kb
ka
Ekdk = Pb − Pa. En régime

stationnaire ce terme peut être nul pour deux raisons : i) soit Pa = Pb = 0, qui correspond à
une solution d’équilibre thermodynamique ; ii) soit Pa = Pb, qui correspond à une solution hors
équilibre à flux constant à travers les échelles. L’analyse dimensionnelle permet alors d’obtenir la
forme du spectre de Kolmogorov de la cascade directe d’énergie en turbulence hydrodynamique
3D : Ek ∼ P 2/3k−5/3 [11], illustré sur la fig. 2.

Dans le cas de la turbulence hydrodynamique 2D, deux cascades de sens opposés coexistent.
En effet, les équations hydrodynamiques 2D conservent en plus de l’énergie une autre quantité,
l’enstrophie (définie comme la vorticité au carré). L’existence de deux quantités conservées donne
lieu à deux cascades de ces quantités qui peuvent coexister. La cascade d’énergie va des petites
vers les grandes échelles, et la cascade d’enstrophie des grandes vers les petites échelles. La
turbulence 2D est très importante pour la compréhension des écoulements géophysiques.
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Revenons maintenant à un ensemble d’ondes en interaction non linéaires. La théorie de turbu-
lence d’ondes, aussi appelée théorie de turbulence faible s’est attachée à donner un cadre rigoureux
et général, à la description statistique de l’état hors équilibre d’un ensemble d’ondes aléatoires
en interaction non linéaire. Cette définition est en pratique souvent réduite pour des raisons
mathématiques au cas des ondes dispersives dont les amplitudes évoluent lentement du fait des
interactions non-linéaires [7, 8, 9, 12]. Les interactions se font entre un faible nombre d’ondes
(généralement trois ou quatre) en conséquence de l’ordre dominant des faibles non-linéarités.
A travers ces interactions résonantes entre ondes, l’énergie se propage de l’échelle d’injection
à l’échelle de dissipation. La dynamique des ondes est décrite par une équation cinétique du
spectre d’action des ondes (lié au spectre d’énergie des ondes). Cette équation maîtresse admet
des solutions d’équilibre thermodynamique et dans les années 1960, V. E. Zakharov a montré
l’existence de solutions analytiques hors équilibre du spectre d’énergie, invariants d’échelles et
à flux constant. L’existence de plusieurs quantités conservées mène alors à la coexistence de
cascades avec des flux de sens opposés. Ces solutions sont nommées spectres de Kolmogorov-
Zakharov du fait de leur analogie avec les solutions phénoménologiques hors équilibre de la
turbulence hydrodynamique proposées par Kolmogorov [11].

Dans le cas de la turbulence hydrodynamique, ces solutions ont été déterminées par analyse
dimensionnelle, alors que en turbulence d’ondes elles peuvent, sous réserve d’un certain nombre
d’hypothèses, être dérivées analytiquement. L’existence de ces solutions analytiques associées
aux résultats expérimentaux pourrait ainsi apporter une compréhension générale aux systèmes
turbulents, comme l’existence de phénomènes intermittents, l’influence de structures cohérentes
et les interactions entre ces structures et les modes turbulents aléatoires.

Tester la théorie de turbulence faible dans des systèmes expérimentaux

Les résultats de la théorie de turbulence faible sont donc très séduisants à deux égards. Ils
donnent un cadre général pour la compréhension de systèmes d’ondes naturels variés, et apportent
un formalisme rigoureux qui pourrait permettre une meilleure compréhension de la turbulence
hydrodynamique. Il convient alors de tester la validité de cette théorie.

Un large effort expérimental et numérique a ainsi été réalisé au cours des dix dernières années.
Ces études ont porté sur les ondes hydrodynamiques de surface de capillarité [13, 14, 15, 16, 17,
18, 19, 20, 21, 22, 23, 24], de gravité [20, 25, 26, 27, 28, 29], sur les ondes de flexion élastiques
à la surface d’une plaque [30, 31, 32], ou encore sur les ondes en optique non linéaire [33, 34].
Les résultats expérimentaux remettent la plupart du temps en question la théorie de turbulence
faible, du fait de la difficulté de satisfaire les hypothèses sous-jacentes. Ainsi, l’hypothèse de
taille infinie n’est jamais vérifiée en laboratoire et son influence sur la turbulence d’ondes de
gravité est sujet à débat [20, 25, 26, 27, 28], la coexistence de structures cohérentes a été mise en
évidence en optique non linéaire [34, 35], remettant en cause l’homogénéité du champ d’ondes.
Finalement, dans les systèmes expérimentaux, les échelles de forçage et de dissipation ne sont
pas nécessairement si bien séparées et l’application de la théorie peut alors poser question.

Les simulations numériques en turbulence d’ondes sont complémentaires et peuvent être
utilisées de deux grandes manières. La réalisation de simulations proches des hypothèses de
la turbulence faible (équations faiblement non linéaires, absence de dissipation) ont largement
permis de valider la construction mathématique et les résultats analytiques de la turbulence
d’ondes, et ce dans de nombreux systèmes, les ondes capillaires [36], de gravité [37, 38], de
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flexion élastique [39], en optique non linéaire [34], ou encore en magnétohydrodynamique [40, 41].
Elles permettent en outre d’isoler l’influence d’un processus physique donné, et ont ainsi mis
en évidence l’importance de la violation de certaines hypothèses, comme la dissipation ou les
phénomènes de condensation [42, 43].

Ainsi, l’utilisation combinée de simulations numériques et d’expériences de laboratoires per-
mettent de mettre en évidence les hypothèses trop contraignantes de la turbulence d’ondes.
Elles ouvrent ainsi la voie à de nouveaux travaux théoriques afin de développer une théorie plus
générale.

Au cours de cette thèse nous allons chercher à comprendre l’état statistique d’un ensemble
d’ondes en interaction et plus particulièrement, à répondre aux questions suivantes : comment
décrire un régime de turbulence d’ondes en régime instationnaire ? Quel est l’influence de la dis-
sipation sur les régimes stationnaires et instationnaires ? Quel peut être l’influence des conditions
aux limites sur un système de turbulence d’ondes ? Quelle est le rôle des structures cohérentes
en turbulence d’ondes ?

Nous avons pour cela réalisé des expériences de laboratoire et des simulations numériques et
nous nous sommes intéressé à différents types d’ondes de surface. Les ondes de surface hydro-
dynamiques de gravité et de capillarité sont étudiées dans des expériences de laboratoire mais
également dans des bassins de grandes tailles (de 10 à 50 mètres). Ces études expérimentales sur
les ondes gravito-capillaires sont en continuité avec les travaux antérieurs de la communauté. De
plus nous avons étudié pour la première fois la turbulence d’ondes à la surface d’une mince feuille
élastique flottante. Nous avons également réalisé les premières simulations numériques directes de
turbulence d’ondes capillaires à partir des équations de Navier-Stokes diphasiques. L’étude des
ces différents types d’ondes permet de tester certaines propriétés générales et de voir apparaitre
des propriétés singulières propres à chaque système.

Plan de la thèse

Cette thèse est composée de trois parties. La partie I présente les outils théoriques
utilisés dans cette thèse, à partir de différents ouvrages de référence sur les ondes de surface
[1, 3, 6, 5] et sur la théorie de turbulence faible [8, 7, 12, 9]. La partie II présente les résultats
portant sur la turbulence d’ondes de surface hydrodynamique alors que la partie III
s’intéresse aux ondes à la surface d’une feuille élastique flottante. Les conclusions et
perspectives générales sont finalement présentées.

La partie I est composée de deux chapitres. Le chapitre 1 présente la théorie potentielle des
ondes hydrodynamiques de surface. Le chapitre 2 présente les idées de la théorie de turbulence
d’ondes, les principales hypothèses et le principe de la dérivation sont discutés, et l’accent est
mis sur une méthode d’analyse dimensionnelle.

La partie II sur les ondes gravito-capillaires est composée de six chapitres. La turbulence
d’ondes de surface hydrodynamique a fait l’objet d’un grand nombre d’études et le chapitre 3
présente l’état de l’art et les questions ouvertes auxquelles nous allons nous intéresser.

– La turbulence d’ondes en déclin est étudiée dans le chapitre 4 et le déclin auto-
similaire en temps est mis en évidence. Par ailleurs, nous observons l’existence de dissipa-
tion à grande échelle, témoignant du fait que toute l’énergie injectée à grande échelle dans
les ondes de gravité n’est pas transférée aux ondes capillaires.
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– Ce résultat en fort désaccord avec les hypothèses de la turbulence faible a motivé l’étude de
l’influence de la dissipation sur le régime stationnaire, présentée au chapitre 5.
Deux grands résultats sont alors discutés : i) A faible viscosité, la cascade directe capillaire
est observé en bon accord avec la théorie, à la fois en terme de dépendance de l’échelle et
de dépendance avec un flux moyen d’énergie (estimé à partir de la puissance dissipée). ii)
Lorsque la dissipation augmente, un régime de cascade directe est toujours observé, cette
fois ci en désaccord avec la théorie : le spectre apparait de plus en plus raide lorsque la
dissipation augmente.

– Le chapitre 6 présente les premières simulations numériques directes de turbu-
lence d’ondes capillaire à partir de la résolution des équations diphasiques de
Navier-Stokes. La cascade directe des ondes capillaires est alors observée en bon accord
avec la théorie de turbulence faible.

– Le chapitre 7 présente la première observation expérimentale de la cascade
inverse en turbulence d’ondes de gravité des petites aux grandes échelles.

– Le chapitre 8 étudie la cascade directe d’ondes de gravité. Deux types de processus
sont mis en évidences permettant de former une cascade : le mélange entre ondes mais aussi
la propagation de lignes de singularités. Les expériences ont été réalisées dans les grands
bassins de l’Ecole Centrale de Nantes (50 par 30 mètres et 15 par 10 mètres) et ces différents
champs de vagues ont été obtenus en faisant varier les conditions aux limites (absorbantes
ou réfléchissantes) et de forçage (1D ou multi-directionnel).

La partie III présente les travaux portant sur les ondes de surface hydro-élastiques et est
composée de deux chapitres et d’une annexe.

– Le chapitre 9 décrit la réalisation d’un dispositif expérimental original permettant l’étude
des ondes linéaires et non linéaire à la surface d’une feuille élastique flottante. Un régime de
cascade directe de turbulence d’ondes est observé et l’influence d’une relation de dispersion
modulable sur celui ci est étudiée. Nous mettons également en évidence l’existence d’un
mode propre cohérent à basse fréquence lié à la fixation de la feuille élastique sur les bords.

– Le chapitre 10 montre expérimentalement l’existence d’interactions non linéaires réso-
nantes à trois ondes à la surface d’une feuille élastique flottante.

– Le chapitre annexe A présente une étude théorique et expérimentale de la réponse d’une
feuille élastique mince sous un champ de pression, permettant de lier précisément la pression
statique et la tension statique de la feuille.
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Ce chapitre présente un certain nombre de résultats de la théorie potentielle des ondes de
surface, nécessaire en vue d’étudier la turbulence d’ondes de gravité et d’ondes capillaires. Les
propriétés linéaires de propagation (relation de dispersion) sont dérivées et les non-linéarités du
système sont discutées. C’est en effet à partir de ces propriétés que peut être ensuite appliqué
le formalisme complet de la turbulence d’ondes ou l’analyse dimensionnelle. Des propriétés des
ondes en bassins fermés, nécessaires à l’interprétation des résultats expérimentaux, telles que
l’expression des modes propres dans différentes géométries et la détermination de l’atténuation
des ondes par viscosité sont ensuite présentées. Les expressions de l’énergie des ondes dans
l’espace réel et l’espace de Fourier sont données ainsi que le lien avec les quantités mesurées
expérimentalement telles que le spectre de puissance de la hauteur des vagues.

1.1 Equations générales et relation de dispersion

Les étapes clés de la détermination de la relation de dispersion des ondes gravito-capillaires
sont issues des références [1, 3, 5, 44, 45].

1.1.1 Equations de Navier-Stokes

Considérons deux fluides non miscibles incompressibles séparés par une surface libre, le fluide
du dessous est considéré beaucoup plus dense (liquide, eau) que celui du dessous (gaz, air). Les
équations de Navier Stokes pour le liquide, de masse volumique ρ, de viscosité cinématique ν,
s’écrivent alors, avec z la direction verticale et les directions de propagation des ondes dans le
plan (x, y) :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ g + γ(∇ · n)δSn+ ν∇2u,

∇ · u = 0,

(1.1)

avec u = (u, v, w) le vecteur vitesse et p(x, y, z, t) la pression, g la gravité, γ la tension de surface
entre le liquide et le gaz, δS une distribution de Dirac sur l’interface et n le vecteur normal à
l’interface. Le terme de tension de surface exerce une force normale à l’interface, parfois formalisée
par à un saut de pression à l’interface (loi de Laplace) : p2−p1 = γ(∇·n) = γ

(
1
R1

+ 1
R2

)
, avec R1

et R2 les rayons de courbure principaux de l’interface. La courbure de l’interface est définie par
κ =

(
1
R1

+ 1
R2

)
. L’interface η(x, y, t) entre les deux fluides est déterminée à l’aide des conditions

aux limites et du système d’équations précédentes.

1.1.2 Equations potentielles non linéaires

L’écoulement est supposé irrotationel et à surface libre, i.e. p = 0 dans l’air. La viscosité est
négligée, la surface libre est supposée initialement au repos en z = 0, et nous pouvons introduire
le potentiel des vitesses ϕ tel que : ∇ϕ = u. Les équations du problème classique des ondes de
surface sont alors [5] :

∇2ϕ = 0

p

ρ
=
∂ϕ

∂t
+

1

2
∇2ϕ− gz − γκ,

(1.2)
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avec g la gravité et κ = ∇ · n la courbure non linéaire de l’interface :

n =

 ∂η
∂x√

1 +
(
∂η
∂x

)2
+
(
∂η
∂y

)2 ,
∂η
∂y√

1 +
(
∂η
∂x

)2
+
(
∂η
∂y

)2 , 1
 (1.3)

Les conditions aux limites dans le cas d’une surface libre en z(x, y, t) = η(x, y, t) correspondent
à l’annulation sur la surface libre de la pression (condition aux limites dynamiques), p|z=η = 0

et de conservation de la masse (condition aux limites cinématiques), ∂η
∂t = v|z=η. A ces deux

conditions, il convient d’ajouter l’annulation de la vitesse en présence d’une paroi solide au fond
en z = −h :

∂ϕ

∂t
+

1

2
|∇ϕ|2 − gz − γκ = 0, en z = η,

∂η

∂t
+
∂ϕ

∂x

∂η

∂x
+
∂ϕ

∂y

∂η

∂y
− ∂ϕ

∂z
= 0, en z = η,

∂ϕ

∂z
= 0, en z = −h.

(1.4)

Il est bien connu que ce problème admet des solutions 2D périodiques ou stationnaires sous
la forme d’ondes de gravité (γ = 0), dites ondes de Stokes. Des solutions sous forme d’ondes
solitaires existent également et lorsque la tension de surface est ajoutée, la famille de solutions
s’agrandit. Des solutions 3D peuvent également être déterminées. L’étude de la stabilité des
ondes de Stokes a constitué une part importante du travail effectué sur les ondes de surface,
permettant notamment de mettre en évidence l’instabilité des ondes de Stokes dans le cas d’une
modulation lente (instabilité de Benjamin Feir) [46]. La stabilité vis à vis de perturbation 3D a
été essentiellement étudiée numériquement [5].

1.1.3 Relation de dispersion

Nous allons maintenant nous intéresser aux solutions linéaires, i.e. hypothèse d’ondes de
faibles pentes, de ce problème et déterminer la relation de dispersion. Les équations (1.2) de-
viennent, en ne gardant que les termes linéaires

∇2ϕ = 0

p

ρ
=
∂ϕ

∂t
− gz − γ

(
∂2η

∂x2
+
∂2η

∂y2

)
,

(1.5)

soit κ =
(
∂2η
∂x2 + ∂2η

∂y2

)
l’expression linéaire de la courbure. A l’ordre linéaire, les conditions aux

limites à z = η sont équivalentes à z = 0. Ainsi les conditions aux limites des eq. (1.4) s’écrivent

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=0

=
∂η

∂t
,

∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
z=0

= gη + γ

(
∂2η

∂x2
+
∂2η

∂y2

)
,

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=−h

= 0.

(1.6)



22 CHAPITRE 1. THÉORIE POTENTIELLE DES ONDES DE SURFACE

Ce système d’équations peut maintenant être résolu en cherchant des solutions sous forme d’ondes
harmoniques

ϕ(x, y, z, t) = Φ(z)ei(k·x−ωt),

η(x, t) = η0e
i(k·x−ωt),

(1.7)

avec x = (x, y) le vecteur position, k = (kx, ky) le vecteur d’ondes et ω la pulsation de l’onde.
En injectant, cette solution dans l’équation de Laplace, il apparait naturellement que Φ(z) suit
une équation de Helmoltz, dont la solution est immédiate

Φ(z) = ϕ0
cosh k(z + h)

cosh(kh)
. (1.8)

En injectant les formes du potentiel et de l’interface dans les conditions aux limites, il vient que
le système admet des solutions physiques si et seulement si le nombre d’ondes et la pulsation
sont liés par la relation de dispersion classique des ondes gravito-capillaires

ω2 =

(
gk +

γ

ρ
k3
)
tanh(kh), (1.9)

avec k =
√
k2x + k2y le nombre d’onde. Il est intéressant de discuter plusieurs cas limites. Tout

d’abord, le cas dit d’eau profonde, lorsque la longueur d’onde λ = 2π/k est très petite devant
la couche de fluide h, alors kh ≫ 1 et tanh(kh) → 1. La relation de dispersion en eau profonde
s’écrit alors

ω2 = gk +
γ

ρ
k3. (1.10)

La transition entre le régime des ondes de gravité et les ondes capillaires est obtenue en égalisant
les termes de gravité et de capillarité, soit :

kgc =
√
gρ/γ → fgc =

g

π

√
ρ

2γ
. (1.11)

La longueur d’ondes de transition gravito-capillaire est alors λgc = 2π/kgc = 2πlgc, avec lgc =√
γ/(gρ) la longueur capillaire définie habituellement. Ainsi à grande échelle λ≫ λgc, le régime

d’ondes de gravité a une relation de dispersion du type ω2 = gk (en eau profonde), alors qu’à
petite échelle λ≪ λgc, elle s’écrit pour le régime d’ondes capillaires ω2 = γ

ρk
3.

1.1.4 Forme des non-linéarités

En conservant l’approche potentielle, les non-linéarités des équations de Navier-Stokes s’ex-
priment dans le problème à surface libre, dans les équations de continuité de vitesse et de pression
eq. (1.4) et (1.3). Les non-linéarités des ondes hydrodynamiques de surface proviennent ainsi du
terme non-linéaire des équations de Navier-Stokes (u ·∇)u et s’expriment dans les conditions aux
limites. Nous remarquons que les non linéarités sont quadratiques dans le problème des ondes
à la surface d’un fluide, conséquence directe de la forme des équations de Navier-Stokes (eq.
1.1). Ainsi, a priori, les régimes d’interactions non linéaires mettront en oeuvre des interactions
à trois ondes. Cependant la géométrie de la relation de dispersion des ondes de gravité pures,
ω =

√
gk ne permet pas de trouver de solutions à la double condition de résonances à trois

ondes sur les pulsations (ω1 ± ω2 ± ω3 = 0), et sur les vecteurs d’ondes (k1 ± k2 ± k3 = 0). Une
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représentation graphique de cette impossibilité géométrique est donnée dans [8]. Il a en outre été
montré théoriquement [47] et expérimentalement [48] que le processus d’interaction non linéaire
dominant est un processus de résonance à quatre ondes. Dans le cas des ondes capillaires, les
interactions à trois ondes sont permises par la relation de dispersion ω =

√
γ
ρk

3 et sont bien
observées [49, 50]. La turbulence d’ondes est basée sur le processus d’interactions non linéaires
dominant et les régimes de gravité et de capillarité présentent donc une différence fondamentale.

1.2 Modes propres en bassin de taille finie

Nous allons déterminer les modes propres d’un bassin fermé, dans deux géométries, rectan-
gulaire et circulaire. Les conditions sur les parois latérales correspondent à une annulation de la
vitesse tangente à la parois.

1.2.1 Géométrie rectangulaire

Considérons un bassin rectangulaire défini par 0 < x < l et 0 < y < L. Les conditions aux
limites s’écrivent alors :

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0,
∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
y=L

= 0. (1.12)

L’espace des modes de Fourier accessibles est discrétisé par cette contrainte et le vecteur
d’onde s’écrit :

k = (kx, ky) =
(mπ
l
,
nπ

L

)
, avec n,m ∈ N. (1.13)

Ainsi, le mode propre d’un bassin rectangulaire a pour vecteur d’onde :

k =

√(mπ
l

)2
+
(nπ
L

)2
, (1.14)

et la fréquence correspondante à ce mode propre sera donnée par la relation de dispersion.

1.2.2 Géométrie cylindrique

Dans le cas d’un bassin cylindrique de rayon R, nous introduisons les coordonnées cylindriques
(r, θ) avec le centre du bassin en r = 0 et x = r cos(θ), y = r sin(θ). La condition aux limites
s’écrit ∂ϕ

∂r

∣∣
r=R

= ∂η
∂r

∣∣
r=R

= 0, et les solutions de la hauteur des ondes s’écrivent sous forme de
fonction de Bessel d’ordre s [1] : η(r, θ, t) = As Js(kr)cos(sθ)cos(ωt), avec s = 0, 1 et As une
constante réelle. La condition aux bords donne alors

J ′
s(kR) = 0, (1.15)

avec ′ dénotant une dérivation. Les modes propres sont donc des zéros de fonction de Bessel. Le
cas s = 0 correspond aux modes symétriques, alors J ′

0(kR) = 0, dont les premiers modes propres
sont donnés par :

kR/π = 1.2197, 2.2330, 3.2383... (1.16)

Le cas s = 1 correspond aux modes anti-symétriques, alors J ′
1(kR) = 0 et les premiers modes

propres sont :
kR/π = 0.586, 1.697, 2.717... (1.17)
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1.3 Dissipation linéaire des ondes de surface

1.3.1 Principe : dissipation en couche limite

Nous allons présenter dans cette section les différents termes de dissipation linéaire des ondes.
La dissipation des ondes se fait d’une manière générale dans une couche limite, proche d’une
interface entre le liquide et, soit la surface libre, soit une paroi de la cuve (bords ou fond).
Ces termes de dissipation sont linéaires dans le sens où ils correspondent à une atténuation de
l’amplitude d’une onde propagative harmonique telle que

η = η0e
−t/T ei(k·x−ωt), (1.18)

avec T le taux de dissipation de l’onde et sont calculés dans le cadre d’une théorie linéaire,
i.e avec l’approximation d’ondes de faible pente (faible amplitude). T est ainsi indépendant de
l’amplitude de l’onde. Les différents types de dissipation sont ainsi naturellement additifs.

Nous allons présenter les taux de dissipation linéaire en présence d’une surface libre, en
présence d’un film inextensible à la surface et la dissipation sur les bords et le fond. L’importance
de ces différents termes dans les expériences sera discutée (chap. 4). Il est important de remarquer
que ces termes de dissipation sont calculés à partir des mêmes équations initiales et que ce sont
les conditions aux limites qui donnent la structure des taux de dissipation. Ainsi, le cas classique
d’une dissipation dans une fine couche limite sous la surface libre donne la dissipation (de surface)
bien connue 1/Tν = 2νk2. Notons que la validité de cette expression s’étend aux équations
non linéaires [45]. Par contre, la dissipation de surface due à la présence d’un film inextensible
infinitésimal à la surface s’écrit : 1/TS ∼ (ων)1/2k. Ce terme a été tout d’abord introduit par
Lamb [1] pour expliquer l’effet de la dissipation des ondes due à un film d’huile sur l’eau et son
application a été étendu au cas d’une surface en présence de contaminants (surfactants). Ces
deux termes dépendent de manière très différente de la viscosité, l’un en ν1/2 et l’autre en ν.

1.3.2 Calcul des taux de dissipation

Nous reproduisons ici l’approche de Lamb [1] afin de calculer les taux de dissipation linéaire
des ondes de surface gravito-capillaires pour le cas d’une dissipation visqueuse en surface dans le
cas d’une surface libre et dans le cas d’une surface couverte d’un film inextensible (de surfactant).
Une approche plus synthétique est aussi possible par des arguments énergétiques [3, 51]. Les
équations linéaires de Navier-Stokes incompressibles avec la viscosité s’écrivent, à partir des eq.
(1.1) :

∂u

∂t
= −1

ρ
∇p+ g + γκδSn+ ν∇2u,

∇ · u = 0.

(1.19)

Dans un souci de simplification, le cas 2D est considéré, avec u = (u,w) la vitesse du fluide, x la
direction de propagation, z la direction verticale et avec un fond infini dans la direction verticale
z. Ces équations sont satisfaites par des fonctions ϕ et ψ tels que :

u = −∂ϕ
∂x

− ∂ψ

∂z
,w = −∂ϕ

∂z
+
∂ψ

∂x
, (1.20)
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et l’équation de Bernoulli sur la pression dans le fluide s’écrit (l’action de la tension de surface
étant prise en compte en surface uniquement) :

p

ρ
=
∂ϕ

∂t
− gz. (1.21)

Les équations (1.20) donnent pour ϕ et ψ les relations suivantes :

∇2ϕ = 0,
∂ψ

∂t
= ν∇2ψ. (1.22)

Il convient ici de remarquer que ϕ suit toujours une équation de Laplace mais n’est plus le
potentiel des vitesses et que ψ n’est pas la fonction de courant usuelle. Nous allons maintenant
chercher des solutions de l’eq. (1.22), en considérant une onde se propageant dans le sens des x
avec un vecteur d’ondes k et une dépendance temporelle ent :

ϕ = (Aekz +Be−kz)eikx+nt, ψ = (Cemz +De−mz)eikx+nt, (1.23)

avec A,B,C,D des constantes réelles, et il vient immédiatement :

m2 = k2 + n/ν. (1.24)

Les conditions aux limites suffisent alors à déterminer la nature des différents modes et les valeurs
de n en prenant en compte la tension de surface. Dans le cas d’un fond infini (eau profonde), la
vitesse s’annule pour z → −∞. Nous excluons pour le moment les cas où m est imaginaire pur,
ainsi il vient B = D = 0. Les composantes de la vitesse s’écrivent alors :

u = −(ikAekz +mCemz)eikx+nt, w = −(kAekz − ikCemz)eikx+nt. (1.25)

Condition de surface libre.

L’interface est déterminée par la condition de surface libre : ∂η/∂t = w, prise en z = η, et à
l’ordre linéaire, comme précédemment cette condition équivaut à à l’évaluer en z = 0, alors

η = −k
n
(A− iC)eikx+nt. (1.26)

La continuité des contraintes normales, ou continuité de la pression s’écrit à la surface, i.e en
z = 0 :

γκ = −p+ 2µ
∂w

∂z
, (1.27)

introduisant ainsi le terme visqueux de frottement sur la surface, avec µ = ρν la viscosité dyna-
mique. Ainsi, comme κ = ∂2η

∂x2 et p est donné par l’eq. (1.21), il vient :

0 = −∂ϕ
∂t

+

(
γ

ρ
k2 + g

)
η + 2ν

∂w

∂z
,

0 = − 1

n

[
A(n2 + 2νk2n− gk − γk3/ρ)− iC(gk + γk3/ρ+ 2νkmn)

]
.

(1.28)

L’annulation des frottements visqueux tangentielles à la surface s’écrit :

0 = ν

(
∂w

∂x
+
∂u

∂z

)
0 = 2iνk2A+ (n+ 2νk2)C.

(1.29)
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En combinant les eq. (1.28) et (1.29), A et C se simplifient et :

(n+ 2νk2)2 + gk +
γ

ρ
k3 = 4ν2k3m, (1.30)

et m peut être éliminé par l’eq. (1.24), et une équation bi-quadratique en n est obtenue. Les
solutions physiques sont celles qui donnent m > 0, i.e une partie réelle du membre de gauche de
l’eq. (1.30) positive. Notons

ω2 = gk +
γ

ρ
k3, νk2/ω2 = θ, n+ 2νk2 = xω, (1.31)

qui permet d’écrire l’équation bi-quadratique de façon compacte : (x2 +1)2 = 16θ3(x− θ). Dans
le cas des fluides usuels, θ ≪ 1 (faible viscosité), alors x = ±i, ce qui donne

n = −2νk2 ± iω. (1.32)

Nous avons ainsi établi à nouveau la relation de dispersion en eau profonde ω2 = gk + γ
ρk

3

et déterminé la forme du coefficient d’atténuation des ondes 1/Tν = 2νk2. Le potentiel ϕ et
l’interface η s’écrivent :

ϕ(x, z, t) = Ae−2νk2tekzei(kx±ωt), (1.33)

η(x, t) = η0e
−2νk2tei(kx±ωt), avec η0 = ±kA/ω. (1.34)

Ainsi, dans le cas d’une surface libre "propre" où la vitesse verticale s’annule mais pas la vitesse
horizontale, le taux de dissipation des ondes est

1/Tν = 2νk2. (1.35)

De plus, pour des faibles viscosités, m ≈ k, et l’écoulement est donc presque irrotationel. La
dissipation se fait uniquement dans une couche limite sous la surface libre. Remarquons que ce
taux de dissipation a été obtenu pour des équations linéaires et qu’il est possible de généraliser
ce résultat dans le cas des équations potentielles non linéaires [45].

Film inextensible à la surface.

En première approche, une surface présentant des contaminants, ou comme initialement consi-
déré par Lamb en présence d’un film d’huile sur l’eau, ou pour une surface saturée en surfactants
peut être modélisée par un film inextensible d’épaisseur infinitésimale. Les considérations précé-
dentes de dissipation en couche limite sont toujours d’actualité simplement il faut considérer de
nouvelles conditions aux limites. La condition de continuité de la pression est toujours la même
(i.e. une continuité de la contrainte normale donné par l’eq. (1.28)). Par contre, la condition d’an-
nulation de la contrainte tangentielle (eq. (1.29)) est remplacée par l’annulation pure et simple
de la vitesse horizontale à la surface :

u|z=η = 0 qui donne : ikA+mC = 0, (1.36)

A et C se simplifient en combinant l’équation précédente et l’eq. (1.28) :

m(n2 + ω2)− kω2 = 0, (1.37)
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et m peut être substitué grâce à l’eq. (1.24) :

(n/ν + k2)(n2 + ω2)2 − k2ω4 = 0. (1.38)

Cette équation admet trois types de solutions : la solution triviale n = 0, des solutions non
physiques pour les même raisons que précédemment, et si nous supposons la viscosité faible
νk2/ω2 = θ ≪ 1 alors en première approximation n = ±iω et en seconde :

n = ±iω − 1

2
√
2
ν1/2kω1/2, (1.39)

ce qui donne comme taux de dissipation des ondes, dû à la présence d’un film inextensible :

1/TS =
1

2
√
2
(ων)1/2k (1.40)

Insistons sur le fait que le seul changement de conditions aux limites change la dépendance de
la dissipation avec la viscosité. Pour des liquides de faible viscosité telle que l’eau, ce terme est
bien plus important que le terme "classique", puisque la dépendance est en ν1/2 au lieu de ν.

Dissipation par le bord, par le fond.

Les termes de dissipation linéaire par une couche limite sur les parois latérales et sur le fond
d’un bassin fermé peuvent être calculés de manière similaire, et dépendent bien évidemment de
la géométrie du bassin. Ces différents termes sont alors additifs et il est utile de définir le taux
de dissipation sans dimension

δ = 1/(T ω) (1.41)

qui permet d’additionner les contributions des différents termes.
Pour un bassin cylindrique de rayon R et de profondeur h, les taux de dissipation par la

surface δS , par le fond δB et par les bords δW sont donnés par [51] :

δS =
( ν
2ω

)1/2 k cosh2 kh
sinh 2kh

(1.42)

δB =
( ν
2ω

)1/2 k

sinh 2kh
(1.43)

δW =
( ν
2ω

)1/2 1

2R

(
1 + (m/kR)

1− (m/kR)
− 2kh

sinh 2kh

)
(1.44)

Il est aisé de vérifier que le terme de dissipation de surface est cohérent avec celui déterminé pour
un fond infini, puisque cosh2 kh

sinh 2kh → 1/2 pour kh≫ 1.
Le taux de dissipation linéaire total prenant en compte l’effet des bords, du fond et de la

surface saturée en surfactants est alors

1/T = ω(δS + δB + δW ) (1.45)
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1.4 Energie des ondes

1.4.1 Espace réel :

L’énergie d’une onde de gravité et de capillarité fait intervenir trois termes d’énergie : l’énergie
cinétique, l’énergie potentielle de gravité et l’énergie de surface. Ces termes s’écrivent sur la taille
du domaine d’étude

Ec =
1

2

∫
dV ρ|∇ϕ|2 (1.46)

Eg =
1

2

∫
dSρgη2 (1.47)

Es =

∫
dSγ(

√
1 + (∇η)2 − 1) (1.48)

avec dV = dxdydz l’élément de volume et dS = dxdy l’élément de surface. Pour une onde
harmonique purement capillaire (respectivement purement de gravité) le terme cinétique et le
terme de surface (respectivement de gravité) moyennés sur une période sont égaux. Dans le cas
des expériences où seule une mesure de la surface est effectuée, il sera ainsi commun d’évaluer
l’énergie totale des ondes en multipliant le terme potentiel par 2.

Le terme d’énergie de surface au premier ordre de l’eq. (1.48), pour une onde harmonique,
avec k2 = k2x + k2y :

Es =
1

2

∫
dSγk2η2. (1.49)

1.4.2 Espace de Fourier :

Dans l’espace de Fourier spatial du champ de déformation η(x, y), les termes d’énergies po-
tentielles des ondes s’écrivent :

Eg =
1

2

∫
ρgdk|ηk|2 (1.50)

Es =
1

2

∫
γdk|ηk|2k2 (1.51)

avec dk = dkxdky, avec ηk la transformée de Fourier spatiale à deux dimensions de la hauteur
des vagues :

ηk =
1

2π

∫
η(x, y)e−i(kxx+kyy)dxdy, (1.52)

avec L la taille du système. Il est d’un intérêt pratique de considérer le spectre intégré sur tous
les angles, où spectre 1D. L’intégration sur les angles θ se fait en utilisant dk = kdkdθ, et en
supposant le système isotrope, il vient dk = 2πkdk. Le théorème de Parseval nous donne la
relation :

⟨η(x, y)2⟩ =
∫

|ηk|2dk =

∫
|ηk|22πkdk =

∫
|ηk|2dk, (1.53)

avec le spectre 1D et 2D liés par |ηk|2 = 2πk|ηk|2.
L’énergie des ondes peut donc s’écrire :
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Eg =
1

2

∫
dkρg|ηk|2 (1.54)

Es =
1

2

∫
dkγk2|ηk|2 (1.55)

Ces deux grandeurs sont estimables à partir d’une mesure de la hauteur des vagues spatiales,
et le passage dans le domaine fréquentiel permet d’estimer l’énergie des vagues pour une mesure
ponctuelle faite dans le temps. Il est utile de définir le spectre d’énergie des vagues des ondes de
gravité et de capillarité :

Eg
k =

1

2
ρg|ηk|2 pour les ondes de gravité (1.56)

Ec
k =

1

2
γk2|ηk|2 pour les ondes de capillarité (1.57)

Le passage dans le domaine fréquentiel se fait par la relation :

E =

∫
Ekdk =

∫
Eωdω (1.58)

1.4.3 Lien avec les mesures expérimentales :

Les mesures de la hauteur des vagues η dans l’espace physique, en temps ou en espace
permettent de calculer de façon immédiate les spectres de puissance de la hauteur des vagues, à
partir des transformées de Fourier spatial 1D ou temporelles (avec T le temps de mesure et L la
taille spatiale de la fenêtre d’observation) :

Sη(ω) =
1

T
|ηω|2, avec ηω =

1√
2π

∫
dtη(t)eiωt, (1.59)

Sη(k) =
1

L2
|ηk|2. (1.60)

Le spectre de puissance est physiquement équivalent à la transformée de Fourier de la fonction
d’auto-corrélation [52] : en temps Sη(ω) = ⟨dtη(t)η(t+ τ)eiωt⟩τ . De même en espace 2D Sη(k) =
⟨dxη(x)η(x+ x′)eik·x⟩x′ , avec ensuite l’intégration sur les angles qui donne Sη(k) = 2πkSη(k).

Finalement, le spectre d’énergie est reliée au spectre de puissance de hauteur des vagues
directement mesurable expérimentalement, dans le domaine spatial :

Eg
k(k) =

1

2
ρgSη(k), pour les ondes de gravité, (1.61)

Ec
k(k) =

1

2
γk2Sη(k), pour les ondes capillaires. (1.62)

En utilisant le passage dans le domaine fréquentiel Ekdk = Eωdω et celui sur les spectres de
puissance Sη(k)dk = Sη(ω)dω, il vient :

Eg
ω(ω) =

1

2
gSη(ω), pour les ondes de gravité, (1.63)

Ec
ω(ω) =

1

2

γ

ρ
k2Sη(ω), pour les ondes capillaires. (1.64)
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2.1 Introduction

Comme nous l’avons discuté dans l’introduction générale, la théorie de turbulence faible s’in-
téresse aux propriétés statistiques et dynamiques d’un ensemble d’ondes en interaction. Nous
allons présenter les hypothèses et le principe du calcul permettant d’obtenir les principaux ré-
sultats de la turbulence faible : l’obtention d’une équation cinétique et l’existence de solutions
stationnaires hors équilibre de cette équation. Ces solutions sont communément appelées spectres
de Kolmogorov-Zakharov, par analogie avec le spectre de Kolmogorov en turbulence hydrodyna-
mique et du nom de Zakharov qui fut le premier à calculer de telles solutions. Ces solutions jouent
un rôle central puisque nous allons systématiquement leur comparer nos résultats expérimentaux.

Le principe de l’analyse dimensionnelle en turbulence d’ondes est ensuite introduit et per-
met d’obtenir les spectres de Kolmogorov-Zakharov d’une manière beaucoup plus simple. Nous
présenterons l’application de ce protocole aux différents systèmes expérimentaux étudiés dans
cette thèse : les ondes de surface hydrodynamiques (gravité et capillarité) et les ondes hydro-
élastiques de tension et de flexion. Si les résultats sur les ondes hydrodynamiques sont connus
depuis de nombreuses années, l’application de la turbulence faible aux ondes hydro-élastiques est
un résultat original.

Enfin nous présentons la détermination à partir de l’équation cinétique et des spectres de
Kolmogorov-Zakharov de lois d’échelles pour le temps d’interaction non linéaire et une discussion
sur les critères de séparation d’échelle de temps en turbulence faible.

2.2 Principe et hypothèse de la théorie de turbulence d’ondes

Nous présentons brièvement dans cette section le principe général de dérivation de la théorie
de turbulence faible. Les idées de la turbulence faible et les principales approximations amenant
aux solutions de Kolmogorov-Zakharov stationnaires hors équilibre pour le spectre d’énergie sont
introduites. Les détails de cette procédure peuvent être trouvés dans les références [7, 8, 9, 12].
L’obtention des solutions stationnaires hors équilibre de la turbulence faible se décompose en
deux grandes étapes : tout d’abord il s’agit de déterminer l’équation cinétique puis de trouver
des solutions hors équilibre à flux constant à cette équation cinétique.

2.2.1 Obtention de l’équation cinétique

L’équation cinétique peut être obtenue pour un système quelconque d’ondes dispersives en
interaction non linéaire. Les étapes clés de ce calcul sont les suivantes :

– Déterminer l’équation non linéaire des ondes. Dans un grand nombre de cas les équations
seront données par l’équation de Hamilton i∂ak∂t = ∂H

∂a∗k
, avec H le Hamilton du système

considéré, avec ak les variables canoniques du système. Nous avons présenté au chap. 1
les équations non linéaires des ondes de surface qui peuvent très bien être écrites dans le
formalisme hamiltonien [7]. Dans le cas des ondes de flexion à la surface d’une plaque mince,
les équations non linéaires à considérer sont les équations de Föppl-Van-Karman [39] qui
peuvent également être écrite en représentation hamiltonienne. Dans le cas des ondes de
Rossby, Newell fait remarquer qu’il est plus simple de ne pas considérer le formalisme de
Hamilton [9].

– Ecrire le système non-linéaire dans l’espace de Fourier à l’aide d’un choix de variables
canoniques ak. Ce choix de variables permet de faire apparaitre le terme d’interaction entre
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ondes. Dans le cas des interactions à quatre ondes une renormalisation de la fréquence est
alors nécessaire.

– Utiliser la faible non linéarité et la séparation d’échelle de temps correspondante entre le
temps d’interaction non linéaire τnl et le temps linéaire τl = 1/ω, τl ≪ τnl. Effectuer ensuite
un développement perturbatif en fonction du paramètre d’intensité des non-linéarités ε. En
toute généralité, il vient une équation de la forme

i
∂ak
∂t

− ωak = +ε

∫
Vk,k1,k2ak1ak2δ(k1 + k2 − k)dk1k2,

+ ε2
∫
Vk,k1,k2,k3ak1ak2ak3δ(k1 + k2 + k3 − k)dk1k2k3

+ ...

(2.1)

Le premier terme du membre de droite correspond aux interaction à trois ondes (avec
Vk,k1,k2 le coefficient d’interaction à trois ondes) et le second terme aux interactions à quatre
ondes. Ce développement perturbatif peut a priori être continué aux ordres supérieurs, mais
du fait de l’hypothèse de faible non linéarité (ε≪ 1), seul le premier terme d’interaction non
nul sera considéré, usuellement les termes à trois ou quatre ondes. La résolution analytique
d’une telle équation est pour le moment hors de portée. La théorie de turbulence d’ondes
cherche alors à en fournir une description statistique.

– Etape de moyenne statistique. Cette étape est sans doute la plus délicate. Deux approches
équivalentes existent, l’une basé sur l’approximation des phases aléatoires [8] et l’autre sur
une hiérarchie des cumulants des variables canoniques [12, 9]. Dans les deux cas, il s’agit
de rechercher une équation maîtresse sur le moment d’ordre deux de la variable canonique
⟨aka∗k⟩ avec ⟨·⟩ une moyenne statistique sur les réalisations. Le fait de rechercher des so-
lutions sur le moment ⟨aka∗k⟩ définit la première grande hypothèse : celle d’homogénéité
du système, puisque l’utilisation des transformées de Fourier suppose que la fonction de
corrélation de paires ⟨u(x)u(x+ r)⟩ ne dépend que de la distance r entre les deux points.
La moyenne statistique d’ensemble est alors équivalente à une moyenne spatiale. Il s’agit
maintenant de rechercher des équations sur les moments conjugués d’amplitudes complexe
d’ordre m Q

(m)
k1,k2,...,km

:

Q
(1)
k = ⟨ak⟩

Q
(2)
k1,k2

= ⟨ak1ak2⟩

Q
(3)
k1,k2,k3

= ⟨ak1ak2ak3⟩
...

Q
(m)
k1,k2,...,km

= ⟨ak1 ...akm⟩

(2.2)

A partir de l’équation (2.1), il vient une équation pour chaque moment d’ordre m qui fait
forcément intervenir les moments d’ordre supérieur n > m :

∂Q
(m)
k1,k2,...,km

∂t
= f({Q(n≥m)}, t) (2.3)

La dynamique au temps long est alors calculée, en supposant une séparation d’échelle
entre le temps d’interaction non linéaire lent et le temps d’oscillation rapide des ondes,
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il est possible de développer chaque moment d’ordre m en une série en fonction du petit
paramètre non linéaire ε :

Q
(m)
k1,k2,...,km

= q
(m)
0 + εq

(m)
1 + ε2q

(m)
2 + ... (2.4)

– La statistique des amplitudes est supposée quasi-gaussienne de sorte que les moments
d’ordre impairs sont nuls et les moments d’ordre pairs s’écrivent en fonction du moment
d’ordre deux Q(2). Une fermeture du système est alors possible via des calculs assez la-
borieux et deux hypothèses fortes : la limite de système infini (L → ∞), qui rend tous
les modes dans l’espace de Fourier accessibles et assure de pouvoir satisfaire les condi-
tions de résonance de manière exacte. Ensuite, la limite de faible non-linéarité (ε→ 0) est
considérée.

– Ces deux opérations permettent d’obtenir l’équation cinétique sur l’action d’ondes, définie
à partir du moment d’ordre deux nk = ⟨aka∗k⟩ = Q(2), qui décrit l’évolution statistique
aux temps longs du système, de la forme :

∂nk
∂t

= St(nk) (2.5)

avec St l’intégrale de collision. Dans le cas d’interactions à trois ondes

St(nk) =

∫
dk1dk2(Rk,k1,k2 −Rk2,k,k1 −Rk1,k2,k), (2.6)

avec Rk,k1,k2 le terme d’interaction entre les vecteurs d’ondes k, k1 et k2 de la forme :

Rk,k1,k2 = π|Vk,k1,k2 |2δ(k−k1 −k2)δ(ωk −ωk1 −ωk2) (nk1nk2 − nknk1 − nknk2), (2.7)

Il est à noter la présence dans le terme d’interaction R de la double condition d’interactions
résonantes sur les vecteurs d’ondes et les pulsations de la triade en interaction : k−k1−k2 =
0 et ωk − ωk1 − ωk2 = 0

Remarquons que la forme générique du terme de collision, pour un processus d’interaction
dominant à N ondes permet d’écrire l’équation cinétique sous la forme :

∂nk
∂t

∼
∫
L2
Nn

N−1
k δ(ω)δ(k)dkN−1, (2.8)

avec LN le terme d’interaction à N ondes. Afin de déterminer les solutions stationnaires hors
équilibre à flux constant du spectre d’énergie de cette équation par analyse dimensionnelle, il
faut tout d’abord déterminer le type d’interaction à N ondes à considérer.

Remarquons que nous avons supposé que le temps non linéaire est grand devant le temps
de propagation linéaire, mais une autre hypothèse a été faîte implicitement. La dissipation est
négligée ce qui revient à dire que le temps dissipatif τd est très grand devant le temps d’interaction
non linéaire, i.e. la dissipation n’a pas lieu avant les interactions, soit la double inégalité

τl ≪ τnl ≪ τd. (2.9)
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2.2.2 Quantités conservées et solution à flux constant

La dernière étape consiste en la recherche de solution à flux constant de l’équation cinétique
stationnaire, c’est-à-dire les spectres de Kolmogorov-Zakharov. Nous allons tout d’abord discuter
les propriétés de l’équation cinétique. Le processus d’échange d’énergie décrit par l’équation
cinétique est le processus d’interaction résonante. L’équation cinétique a été obtenue dans un
système sans source ou puits d’énergie, en pratique cela suppose que les sources et les puits
d’énergie soient localisés dans l’espace de Fourier et largement séparés. Le régime inertiel est
défini par les échelles comprises entre les sources et les puits d’énergie, le système d’ondes non
linéaires conserve alors l’énergie des ondes E, et peut s’écrire à partir du spectre d’énergie :

E =

∫
Ekdk =

∫
Ekdk, (2.10)

avec Ek le spectre d’énergie dans l’espace de Fourier et Ek le spectre intégré sur les angles dans
l’espace de Fourier, habituellement appelé spectre 1D. Cette intégration est immédiate dans le
cas d’un système isotrope, et c’est dans ce cadre que nous allons nous placer. L’action d’ondes
nk est alors liée à l’énergie par définition des variables canoniques par

Ek = nkω. (2.11)

Il est aisé de vérifier que l’équation cinétique sur l’action d’ondes permet de retrouver cette
propriété de conservation de l’énergie. D’autres quantités peuvent être conservées, comme par
exemple l’action d’ondes N =

∫
nkdk dans le cas où N est pair.

Nous allons maintenant chercher des solutions stationnaires à l’équation cinétique. L’énergie
E =

∫
Ekdk est conservée par les équations d’ondes et le flux d’énergie ϵ est alors défini par un

bilan dans l’espace des k :
∂Ek

∂t
+
∂ϵ

∂k
= 0, (2.12)

En effet le flux d’énergie est relié au nombre d’ondes en interaction par l’équation cinétique (2.8) :

ϵ ∼ ∂Ek

∂t
dk ∼∂nk

∂t
dk

∼nN−1
k à partir de l’eq. (2.8),

(2.13)

ainsi dimensionnellement il vient : Ek ∼ ϵ1/(N−1) pour un processus d’interaction à N ondes. Un
développement mathématique permet alors de trouver des solutions stationnaires, i.e. annulant
le terme de collision dans l’équation cinétique (2.8), à flux d’énergie constant à travers les échelles
ϵ du type :

nk = cϵ1/(N−1)k−α, (2.14)

avec c une constante dimensionnelle dépendant du système étudié et N le processus d’interaction
dominant. Ces solutions sont appelées spectres de Kolmogorov-Zakharov et sont particulièrement
pertinentes lorsque le système physique présente des sources et des puits d’énergie nécessitant
l’existence de solutions physiques pour transféré l’énergie de l’une vers l’autre. Il existe ainsi
une fermeture naturelle des équations en turbulence faible pouvant laisser croire que nous avons
affaire à un problème résolu.
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2.2.3 Interactions à 3, 4, ...N ondes ?

Le processus de transfert d’énergie à travers les échelles se fait en turbulence d’ondes par
un processus d’interactions résonantes à N ondes, avec N le nombre d’ondes prises en compte
dans l’interaction. Les conditions suivantes sur les pulsations et les vecteurs d’ondes doivent être
réalisées :

i=N∑
i=1

ski = 0, avec s = ±1

i=N∑
i=1

sω(ki) = 0, avec s = ±1,

(2.15)

avec ω et ki reliés par la relation de dispersion linéaire. Remarquons que ces deux conditions
sont nécessaires afin de trouver une solution à l’équation cinétique, ce qui explique pourquoi la
théorie de turbulence d’ondes s’applique à des ondes dispersives.

La turbulence faible étant basée sur un développement perturbatif des non-linéarités, seul le
premier terme d’interaction sera conservé. Il est ainsi crucial de déterminer la plus petite valeur
de N possible, qui est en premier lieu liée à la forme des non linéarités des équations d’ondes.
Dans le cas où les non linéarités sont quadratiques, N = 3, alors que si les non linéarités sont
cubiques,N = 4 doit être considéré, et ainsi de suite. En outre, les symétries du problème peuvent
interdire certains types d’interactions. Dans le cas des ondes de surface, où la propagation se fait
en 2D, la concavité de la relation de dispersion peut ainsi interdire les interactions à 3 ondes [8].
La relation de dispersion s’écrit de manière générale :

ω = ckµ, (2.16)

avec c le seul paramètre dimensionnel déterminant pour la propagation des ondes. Si µ > 1,
les interactions à 3 ondes sont possibles, comme c’est le cas pour les ondes capillaires, ω =
(γ/ρ)1/2 k3/2. Au contraire, si µ < 1, comme c’est le cas pour les ondes de gravité, ω = (gk)1/2,
la double condition de résonance (eq. 2.15) à 3-ondes ne peut être satisfaite et il faut considérer
des interactions à 4 ondes.

Deux points sont donc essentiels afin de déterminer le processus d’interaction résonant à
considérer pour un type d’ondes, la forme des non linéarités et la géométrie de la relation de
dispersion.

2.3 Analyse dimensionnelle en turbulence d’ondes

Nous allons maintenant présenter une méthode d’analyse dimensionnelle afin d’obtenir les
solutions stationnaires à flux constant de Kolmogorov-Zakharov. Cette méthode est évoquée
dans le livre de Zakharov [7] puis détaillée dans [53, 8].

Nous considérons un système homogène et isotrope, d’ondes faiblement non linéaires, se
propageant selon la relation de dispersion, ω = ckµ. Les échelles d’injection d’énergie ki et de
dissipation kd sont supposées largement séparées. Nous recherchons des solutions pour le spectre
d’énergie des ondes, au sein de la zone inertielle comprise entre ki et kd, sous la forme de fonction
auto-similaire de l’échelle k, du flux de la quantité conservée et de la quantité dimensionnelle du
milieu de propagation c. L’énergie est normalisée par unité de surface et de densité, ainsi pour
des ondes de surface (propagation de l’énergie à 2D), Ek a pour dimension [L4T−2]. Nous allons
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exprimer les résultats sur le spectre d’énergie Ek mais il est tout à fait possible de les exprimer
en fonction du spectre d’action nk = Ek/ω.

2.3.1 Principe : Solutions de Kolmogorov-Zakharov

Cascade d’énergie

Intéressons nous tout d’abord à la cascade directe d’énergie, l’énergie est injectée à grande
échelle ki et est dissipée à petite échelle kd, ainsi la zone inertielle est définie par ki ≪ k ≪ kd.
Considérons l’énergie normalisée par unité de surface et de densité. L’énergie E =

∫
Ekdk est

conservée par les équations d’ondes et le flux est alors un flux d’énergie ϵ défini par un bilan dans
l’espace des k :

∂Ek

∂t
+
∂ϵ

∂k
= 0, (2.17)

ainsi ϵ a pour dimension [L3T−3]. Nous recherchons alors une solution pour le spectre d’énergie,
auto-similaire de l’échelle, à flux d’énergie constant, de la forme :

Ek ∼ ϵξcβkα. (2.18)

et il est alors trivial que l’analyse dimensionnelle ne permet pas de conclure et il nous faut une
hypothèse supplémentaire qui va être donnée par la forme de l’équation cinétique et nous avons
vu aux eq. (2.13) et (2.14) que :

Ek ∼ ϵ1/(N−1) (2.19)

pour un processus d’interactions à N ondes. Remarquons encore que ce résultat est une consé-
quence directe de la forme de l’intégrale de collision de la théorie de turbulence faible pour
des interactions à N d’ondes. Ainsi le spectre d’énergie s’écrit, avec N le nombre d’ondes en
interaction dans le processus dominant :

Ek ∼ ϵ1/(N−1)cβkα. (2.20)

Cascade d’action d’ondes

Dans le cas d’interactions paires (N = 4, 6...), l’équation cinétique (eq. 2.8) présente une autre
quantité conservée, l’action d’ondes N =

∫
nkdk, qui peut être interprétée comme le nombre de

quasi-particules (par analogie aux photons, phonons) en interaction. Le flux d’action ζ est alors
défini par un bilan d’action similaire à celui sur l’énergie :

∂nk
∂t

+
∂ζ

∂k
= 0, (2.21)

et il existe alors une solution stationnaire à flux d’action constant :

Ek ∼ ζ1/(N−1)cβkα. (2.22)

Nous avons ainsi obtenu dimensionnellement les spectres de Kolmogorov-Zakharov (KZ),
pour un système arbitraire d’ondes dispersives en interaction faiblement non linéaire, sous forme
de cascade à flux constant d’énergie ou d’action.
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Ek Sη(k) Sη(ω) Sv(k) Sv(ω)

L4T−2 L3 L2T 1 L3T−2 L2T−1

Table 2.1 – Dimension du spectre de l’énergie et des spectres de puissance 1D en k et en ω.

Remarque sur le sens des cascades

Dans le cas où µ > 0, différents arguments permettent de montrer que la conservation de
l’énergie amène une cascade directe des grandes vers les petites échelles et la conservation de
l’action d’ondes une cascade inverse des petites vers les grandes échelles, comme c’est le cas pour
les ondes de gravité [8]. Nous présentons ici l’argument de Fjörtoff [8].

Supposons un système dual de cascade, l’injection d’énergie se fait à l’échelle ki, et est trans-
férée soit à flux constant d’action ζ ou d’énergie ϵ vers les échelles de dissipation k+ ou k− telles
que k− ≪ ki ≪ k+. La dissipation est supposée se faire uniquement aux échelles de coupure k+
et k− et le taux d’injection d’action et d’énergie sont donc supposés égaux aux taux de dissipa-
tion. De plus, à partir des équations (2.17) et (2.21), il vient dimensionnellement ϵ ∼ ζωi avec
ωi =

√
gki.

Ainsi si l’action est dissipée à petite échelle, le taux de dissipation d’action en k+ est ∼
ϵ/(
√
gk+) ≫ ϵ/(

√
gki) ∼ ζ, ce qui est impossible puisque dans un état stationnaire, le taux de

dissipation ne peut être supérieur au taux d’injection. Ainsi la cascade d’action doit dissiper à
grande échelle.

De même, si l’énergie est dissipée à grande échelle, le taux de dissipation de l’énergie en k−
est ∼ ζ

√
gk− ≫ ζ

√
gki ∼ ϵ, ce qui n’est pas possible. Ainsi la cascade d’énergie doit dissiper à

petite échelles.
La cascade d’action d’ondes est donc bien une cascade inverse et la cascade d’énergie une

cascade directe.

2.3.2 Exemples : Solutions de Kolmogorov-Zakharov

Nous allons maintenant dériver quelques exemples de spectres de KZ pour les systèmes
d’ondes de surface étudiés dans cette thèse. Dans le cas des ondes hydrodynamiques de sur-
face, ces résultats ont été calculé analytiquement pour les ondes de capillarité [54, 7] et pour les
ondes de gravité [55, 56, 7]. Dans le cas des ondes à la surface d’une feuille élastique flottante
(ondes hydro-élastiques), il s’agit d’un résultat original.

Par souci de cohérence, nous allons présenter les résultats de l’analyse dimensionnelle appli-
qué sur les quantités directement mesurées expérimentalement : les spectres de puissance de la
hauteur des vagues Sη en plus des spectres d’énergie Ek. Le lien entre Ek et Sη(k) dépend du
type d’ondes et est discuté au chapitre 1 (eq. (1.62)) pour les ondes de surface hydrodynamiques.
Le lien entre spectre en k et en ω est donné par Ekdk = Eωdω (ou Sη(k)dk = Sη(ω)dω), le
passage de l’un à l’autre se faisant grâce à la relation de dispersion ω(k).

Remarquons que les spectres de vitesse verticale des ondes Sv, v = ∂η/∂t, en fréquence ou en
nombre d’ondes seront également utilisés. Les dimensions de ces différentes quantités sont données
dans le tableau 2.1 et l’analyse dimensionnelle peut être appliquée de manière équivalente.
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Ondes capillaires

Pour les ondes capillaires, N = 3, et la relation de dispersion en eau profonde s’écrit ω =√
γ
ρk

3, ainsi c =
√

γ
ρ , et rappelons que Ek = 1

2
γ
ρk

2Sη(k) ainsi il vient pour la cascade directe
d’énergie des grandes vers les petites échelles :

Ek ∼ ϵ1/2
(
γ

ρ

)1/4

k−7/4,

Sη(k) ∼ ϵ1/2
(
γ

ρ

)−3/4

k−15/4,

Sη(ω) ∼ ϵ1/2
(
γ

ρ

)1/6

ω−17/6.

(2.23)

Ondes de gravité

Pour les ondes de gravité, ω =
√
gk, donc c = √

g, et rappelons que Ek = 1
2gSη(k). Les ondes

de gravité interagissent selon un processus à 4 ondes du fait de la géométrie de la relation de
dispersion (µ = 1/2 < 1).

La cascade directe : d’énergie des grandes vers les petites échelles s’écrit alors :

Ek ∼ ϵ1/3g1/2k−5/2,

Sη(k) ∼ ϵ1/3g−1/2k−5/2,

Sη(ω) ∼ ϵ1/3gω−4.

(2.24)

La cascade inverse : d’action d’ondes des grandes vers les petites échelles s’écrit :

Ek ∼ ζ1/3g2/3k−7/3,

Sη(k) ∼ ζ1/3g−1/3k−7/3,

Sη(ω) ∼ ζ1/3gω−11/3.

(2.25)

Ondes hydro-élastiques

Lorsqu’une couche élastique mince flotte à la surface d’un fluide, les déformations élastiques
d’une feuille élastique sont couplées au mouvement du fluide et des ondes hydro-élastiques
peuvent se propager, et seront discutées en détails dans la partie III. Ces ondes ont été ob-
servées notamment à la surface de l’océan, ou d’un lac, recouvert d’une couche de glace. La
relation de dispersion de ces ondes en eau profonde contient trois termes [2, 57, 58] :

ω2 = gk +
T

ρ
k3 +

D

ρ
k5, (2.26)

avec T la tension supposée homogène et isotrope de la plaque, et D le module de flexion qui
dépend de l’épaisseur, du module d’Young et du module de Poisson de la feuille élastique. Le
premier est le terme usuel des ondes de gravité, le second est un terme de tension élastique,
analogue à celui de tension de surface et le dernier est le terme de flexion. Nous avons donc déjà
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dérivé les spectres dimensionnels des ondes de gravité (eq. 2.24 et 2.25) et de tension (eq. 2.23)
et allons maintenant nous intéresser à la cascade directe des ondes de flexion.

Les ondes de flexion se propagent donc suivant la relation de dispersion ω =
√

D
ρ k

5, avec

c =
√

D
ρ , et nous considérons N = 3 (ce sera justifié par la forme des non-linéarités, cf. partie

III), et Ek = 1
2
D
ρ k

4Sη(k). Il vient alors :

Ek ∼ ϵ1/2
(
D

ρ

)1/4

k−5/4,

Sη(k) ∼ ϵ1/2
(
D

ρ

)−3/4

k−21/4,

Sη(ω) ∼ ϵ1/2
(
D

ρ

)1/10

f−27/10.

(2.27)

2.4 Temps caractéristiques en turbulence d’ondes

L’une des hypothèses de la théorie de turbulence faible est la séparation d’échelle de temps, qui
suppose que les interactions non linéaires correspondent à une modulation lente des amplitudes
des ondes. Ainsi le temps de propagation linéaire est supposé rapide par rapport au temps
d’interaction non linéaire. De plus pour que les interactions soient effective, le temps de dissipation
doit être grand devant ce temps d’interaction non linéaire. Ainsi, en pratique cette séparation
d’échelle correspond à la double inégalité :

τl ≪ τnl ≪ τd. (2.28)

Le temps linéaire est donné simplement par la relation de dispersion des ondes alors que le temps
dissipatif correspond à la relaxation linéaire des ondes, explicitée dans le cas des ondes de surface
hydrodynamique au chapitre 1.

2.4.1 Estimation du temps non linéaire

Il est possible d’estimer la loi d’échelle du temps non linéaire d’interaction τnl à partir de la
forme de l’équation cinétique et de la solution de Kolmogorov-Zakharov.

Egalisons le terme dépendant du temps et le terme de collision dans l’équation cinétique, eq.
(2.8) : ∂nk

∂t ∼ St(nk). Le membre de gauche de cette équation est assimilé à ∂nk
∂t ∼ nk

τnl
. Il vient

ainsi :
1

τnl
∼ St(nk)

nk
. (2.29)

Une dérivation générale pour tout type d’interactions à N ondes est présentée par analyse dimen-
sionnelle dans [53]. Nous allons donner décrire le cas capillaire à trois ondes et ensuite simplement
donner le résultat dans le cas des ondes de gravité et des ondes de flexion à la surface d’une feuille
élastique flottante. Le lecteur impatient peut ainsi passer directement aux résultats § 2.4.1.

Ondes capillaires : terme de collision

Nous allons maintenant préciser la forme du terme de collision dans le cas des ondes capillaires
(eq. (2.6) et (2.7)). Le terme V représente l’amplitude des non linéarités et dépend des paramètres
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physiques des ondes. Il est donné pour les ondes capillaires par [7] :

Vk,k1,k2 =
1

8π

(
γ

4ρ3

)1/4
{
(k1k2 + k1k2)

(
k1k2
k

)1/4

+ (kk1 − kk1)

(
kk1
k2

)1/4

+(kk2 − kk2)

(
kk2
k1

)1/4
} (2.30)

Nous pouvons maintenant déterminer à partir des équations précédentes une loi d’échelle du
temps non linéaire, en ne gardant que les dépendances dimensionnelles. Tout d’abord, l’intégrale
de collision (eq. (2.6)) s’écrit :

St(nk) ∼ k4Rk,k1,k2 , (2.31)

et le terme d’interaction R est donnée par l’eq. 2.7 :

Rk,k1,k2 ∼ |Vk,k1,k2 |2δ(k− k1 − k2)δ(ωk − ωk1 − ωk2) n
2
k, (2.32)

avec dimensionnellement δ(ωk) ∼ 1/ω et les ondes se propageant en deux dimensions δ(k) ∼ 1/k2,
ainsi l’éq. (2.32) devient

Rk,k1,k2 ∼
|Vk,k1,k2 |2

k2ω
n2k, (2.33)

Le terme V est estimé à partir de l’équation (eq. (2.30)) :

Vk,k1,k2 ∼
(
γ

4ρ3

)1/4

k2
(
k2

k

)1/4

∼
(
γ

4ρ3

)1/4

k9/4 (2.34)

En combinant les équations (2.31,2.33,2.34), et la relation de dispersion des ondes capillaires
ω2 = γ

ρk
3, il vient :

St(nk) ∼ k4Rk,k1,k2n
2
k ∼

k2|Vk,k1,k2 |2

ω
∼
(
γ

4ρ3

)1/2 k13/2

ω
n2k ∼ ρ−1k5n2k. (2.35)

Il est immédiat de vérifier que cette expression a bien la dimension de ∂nk
∂t , soit une action divisée

par un temps.
Afin d’exprimer ce résultat en fonction de k seul (ou de ω seule), il est nécessaire d’injecter la

solution en régime stationnaire de l’équation cinétique, qui donne l’expression de l’action d’ondes
dans le cas de la cascade directe d’énergie :

nk = c ρ ϵ1/2
(
ρ

γ

)1/4

k−17/4, (2.36)

avec ϵ le flux d’énergie constant à travers les échelles.
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Loi d’échelle du temps non linéaire des ondes capillaires

Finalement, en combinant l’équation cinétique (2.29) et les équations (2.35) et (2.36), il vient :

1

τnl
∼ ϵ1/2

(
ρ

γ

)1/4

k3/4. (2.37)

Remarquons que cette expression est valable pour les ondes de tension, de forme analogue en ce
qui concerne la relation de dispersion et la présence d’interactions à trois ondes.

Loi d’échelle du temps non linéaire des ondes de gravité

Le même raisonnement peut être appliqué aux ondes de gravité. Il vient alors dans le cas
des interactions à quatre ondes 1

τnl
∼ L2

4n
2
k
k4

ω , avec L4 l’intégrale de collision à quatre ondes.
La cascade directe des ondes de gravité (en eau profonde) a pour solution nk ∼ ϵ1/3k−4, et en
utilisant la dépendance dimensionnelle du terme de collision [53], et la relation de dispersion
ω2 = gk, il vient :

1

τnl
∼ ϵ2/3g−1/2k3/2. (2.38)

Loi d’échelle du temps non linéaire des ondes de flexion

Dans le cas des ondes de flexion, à l’aide de la relation de dispersion et de la forme générique
de l’intégrale de collision pour des interactions à trois ondes, il vient :

1/τnl ∼ ϵ1/2
(
D

ρ

)−1/4

k1/4. (2.39)

2.4.2 Echelle de dissipation

Il est possible d’ajouter les termes de forçage et de dissipation à l’équation cinétique pour
l’action d’ondes nk, qui prend alors la forme générique

∂nk
∂t

= St(nk) + Fk − γknk (2.40)

avec St(nk) l’intégrale de collision, qui dépend des propriétés physiques des ondes et du type
d’interaction non linéaire, Fk est le terme de forçage, et γk le taux de dissipation des ondes. Il est
possible d’estimer une échelle de coupure de la turbulence d’ondes. La zone inertielle correspond
aux vecteurs à l’intérieur de la cascade turbulence, en interactions non linéaires les uns avec les
autres. La cascade s’arrête lorsque l’on atteint cette échelle dissipative. Il est possible d’estimer
cette échelle en considérant l’équation cinétique (2.40). En effet lorsque la dissipation devient
importante, le temps d’interaction non linéaire et le temps dissipatif seront du même ordre de
grandeur :

1/τnl ∼ γk ∼ 1/τdiss. (2.41)

Cet équilibre correspond au moment où le temps d’interaction devient de l’ordre du temps de
dissipation, la phénoménologie turbulente s’arrête donc. Nous allons maintenant expliciter cette
échelle de coupure dissipative kd pour différents processus de dissipation dans le cas des ondes
capillaires.
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Dissipation visqueuse classique de surface libre

Dans le cas d’une dissipation linéaire des ondes de faible amplitude, le taux de dissipation
en surface avec une condition de surface libre s’écrit γk = 1/τd = 2νk2 (cf. 1.35 et [3, 1]). En
combinant l’équation (2.41), l’expression du temps non linéaire pour les ondes capillaires 2.37 et
l’expression du taux de dissipation, il vient l’équilibre à k = kd :

ϵ1/2
(
ρ

γ

)1/4

k
3/4
d ∼ 2νk2d, (2.42)

soit :

kd ∼ ϵ2/5
(
ρ

γ

)1/5

ν−3/4, en pulsation : ωd ∼ ϵ3/5
(
ρ

γ

)−1/5

ν−6/5 (2.43)

Dissipation visqueuse en surface par un film inextensible

Dans le cas de la présence d’un film infinitésimal à la surface dû à la présence de contaminants,
le taux de dissipation linéaire s’écrit : γk = 1/τd = (νω)1/2 k

2
√
2

(cf. 1.40 et [3, 1]), et il vient alors

ϵ1/2
(
ρ

γ

)1/4

k
3/4
d ∼ (νωd)

1/2k, (2.44)

soit :

kd ∼ ϵ1/2
(
ρ

γ

)1/2

ν−1/2, en pulsation : ωd ∼ ϵ3/4
(
ρ

γ

)1/4

ν−3/4. (2.45)
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Figure 3.1 – Représentation schématique des cascades directes des ondes de gravité et de ca-
pillarité.

Ce chapitre est une introduction aux travaux expérimentaux et numériques réalisés au cours
de cette thèse sur les ondes gravito-capillaires.

L’état de l’art de la turbulence d’ondes gravito-capillaires est présenté. L’accent est tout
particulièrement mis sur les résultats expérimentaux et numériques des dernières années, qui
permettent de dégager un certain nombre de questions ouvertes auxquelles nous allons chercher
à répondre. Le plan de cette première partie de la thèse est alors présenté.

La turbulence d’ondes à la surface d’un liquide a fait l’objet d’un grand nombre d’études
expérimentales du fait de l’importance de sa possible application dans la détermination de la
dynamique des ondes en interaction à la surface de l’océan et de la nécessité de comprendre les
échanges d’énergie entre les ondes de gravité dans l’océan d’une part et les interactions océan-
atmosphère d’autre part.

L’un des principaux résultats de la théorie de turbulence d’ondes est l’existence de solutions
stationnaires, correspondant à la cascade à travers les échelles d’une quantité conservée [7, 8, 9].
La conservation de l’énergie, que l’on retrouve quelque soit le type d’interaction (à trois, quatre
ondes) mène à une cascade directe des grandes vers les petites échelles. Une cascade inverse est
également prédite dans le cas d’interactions à quatre ondes (ou six, huit ...) qui permettent la
conservation de l’action d’ondes. Nous allons dans un premier temps nous intéresser aux cascades
directes d’énergie.

Le schéma de principe des cascades directes de la turbulence d’ondes gravito-capillaires dans
le cas d’une injection d’énergie à grande échelle est présenté sur la fig. 3.1, avec une cascade
directe d’ondes de gravité à grande échelle, de l’échelle de forçage jusqu’à l’échelle de transition
gravito-capillaire, puis une cascade directe d’ondes de capillarité jusqu’à l’échelle dissipative.
Notons que la compréhension théorique de la transition entre le régime de turbulence d’ondes de
gravité et de capillarité est largement débattue à ce jour, et que l’influence des petites échelles
capillaires sur la cascade d’ondes de gravité est une question ouverte [12, 59, 53, 60]. L’existence
de ces cascades directes a été largement explorée expérimentalement et numériquement.

Des mesures in situ de la hauteur des vagues ont permis l’observation du spectre d’énergie
des ondes de gravité dès les années 70 par différentes techniques de mesures, satellites, radar ou
des sondes locales (capacitives ou resistives) [61, 62, 63]. Les résultats apparaissent complexes et
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dépendent d’un grand nombre de paramètres non contrôlés intrinsèques aux mesures in situ. Les
spectres de puissance de la hauteur des vagues en mer Sη(ω) mesurés varient ainsi entre Sη ∼ ω−4

et Sη ∼ ω−5. L’analyse des propriétés statistiques et dynamiques des ondes à la surface de la
mer est complexe du fait de la nature du forçage par le vent, dont l’échelle n’est pas localisée
dans l’espace de Fourier, remettant ainsi en cause l’une des hypothèses de départ de la théorie de
turbulence d’ondes, la séparation d’échelle entre échelle injection et de dissipation de l’énergie.
L’interprétation du spectre d’énergie des ondes à la surface de la mer est ainsi sujet à débat et
la variabilité des observations ne permet pas de trancher entre les différents résultats théoriques
dont les prédictions pour le spectre d’énergie sont relativement proches. Le spectre de Phillips,
qui équilibre l’injection d’énergie par le vent avec la dissipation due aux déferlements des ondes,
est largement utilisé pour expliquer les observations océanographiques, et s’écrit SPh

η (ω) ∼ g2ω−5

[47], avec g la gravité. Ce résultat dimensionnel ne considère pas de transfert d’énergie à travers
les échelles, au contraire de la théorie de la turbulence d’ondes faiblement non linéaire. Pour les
ondes de gravité en régime stationnaire la turbulence d’ondes prédit l’existence d’une cascade
directe des grandes vers les petites échelles dit de Kolmogorov-Zakharov (chap. 2), avec un flux
d’énergie ϵ constant à travers les échelles SKZ

η (ω) ∼ ϵ1/3gω−4. L’existence d’une cascade inverse
est également prédite des petites échelles vers les grandes échelles, Sinv

η (ω) ∼ Q1/3ω−11/3, avec
Q le flux d’action d’ondes [7, 8]. Ces deux régimes peuvent a priori coexister. D’autres résultats
peuvent également être calculés, tels que le spectre de singularités de Kusnetsov, qui décrit la
statistique des ondes en présence de "cusps", qui s’apparentent à des structures de forte non-
linéarité (proches des ondes de Stokes). Le spectre de ces structures singulières 1D se propageant
à vitesse constante est SKu

η (ω) ∼ ω−4 [64] ; donnant la même loi d’échelle que le spectre de
Kolmogorov-Zakharov mais avec une physique sous-jacente très différente. Plus récemment, une
théorie de turbulence faible généralisée en présence de forçage et de dissipation non linéaire
permet d’obtenir à partir du formalisme de la turbulence faible, le spectre de Phillips généralisé,
de la forme Sη ∼ ϵ(ω)ω−5, présentant un flux d’énergie à travers les échelles, non constant [60, 65].
Enfin la prise en compte des effets de taille finie est un travail théorique en cours [66, 67, 68, 69].

Cette bibliographie non exhaustive montre la diversité des modèles théoriques. Des expé-
riences de laboratoire bien contrôlées sont ainsi nécessaires afin de trancher sur la validité de
telle ou telle hypothèse de la théorie de la turbulence faible, afin de pouvoir ensuite éventuelle-
ment l’appliquer dans un contexte océanographique.

Il a fallu attendre les années 90 pour voir les premières expériences de laboratoire permettant
l’observation du régime stationnaire de turbulence d’ondes capillaires à la surface de l’eau [13, 14,
15], à l’aide de méthodes optiques et pour une excitation paramétrique. Les expériences se sont
multipliées à partir des années 2000 avec des expériences à la surface d’helium et d’hydrogène
liquide à basse température, également par excitation paramétrique [16, 17, 18, 19], et à la
surface de mercure et d’eau excités par des batteurs [20, 21, 22, 70] ou de nouveau par excitation
paramétrique à la surface de l’eau [23]. Une expérience en micro-gravité permettant de s’affranchir
des ondes de gravité a également été réalisée [24] Des expériences de laboratoires ont également
permis l’étude de la turbulence d’ondes de gravité par un forçage contrôlé, à partir des années
2000, dans des bassins de tailles variées, de l’orde de la dizaine de centimètre au mètre [20, 25, 26]
ou dans des bassins de grande taille (> 10 m) [27, 28, 29].

Toutes ces expériences se sont principalement intéressées au régime stationnaire de la cas-
cade directe d’énergie (transfert des grandes vers les petites échelles) et ont soulevé un certain
nombre de questions quand à l’applicabilité de la théorie de turbulence faible dans les systèmes
expérimentaux.
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Pour les ondes de gravité, le spectre de puissance de la hauteur des vagues est bien trouvé en
loi de puissance de l’échelle, témoignant d’une cascade directe. La majorité de ces mesures sont
faites en un point et le spectre mesuré est le spectre fréquentiel : Sη ∼ ω−β . Cependant, dans
ces expériences de laboratoire, l’exposant du spectre est trouvé généralement en désaccord avec
la prédication théorique de la turbulence faible. Un deuxième point de désaccord est le fait que
l’exposant du spectre est trouvé dépendre de la puissance injectée, c’est-à-dire du degré de non
linéarité du système, avec β entre 7 et 4 [20, 25, 27, 28]. L’universalité du régime de turbulence
d’ondes de gravité est donc remise en cause par ces résultats.

Pour les ondes capillaires, la cascade directe est également observée, avec cette fois un très
bon accord pour l’exposant du spectre fréquentiel ou spatial, dans un grand nombre d’études
indépendantes utilisant des fluides variées et des types de forçages différents. Le spectre capil-
laire théorique (chap. 2), Sη ∼ ω−17/6 est sans doute l’un des résultats les mieux vérifiés de la
turbulence faible [13, 19, 20, 23, 70] en présence ou en absence [24] d’ondes de gravité. Cepen-
dant un désaccord persiste en ce qui concerne la dépendance du spectre capillaire avec le flux
d’énergie. A ce jour, la prédiction Sη ∼ ϵ1/2 n’a à pas reçu de confirmation expérimentale, ni
même numérique. Il convient de remarquer que l’évaluation directe du flux d’énergie dans une
expérience est une difficulté non résolue à ce jour. Il est cependant possible d’évaluer une quan-
tité énergétique et de supposer une dépendance simple avec le flux d’énergie [20]. Par exemple,
une mesure extérieure de la puissance injectée à grande échelle moyennée temporellement ⟨I⟩
permet d’estimer le flux en supposant que toute l’énergie injectée dans le système d’ondes est
transférée sans dissipation à travers les échelles pour être ensuite dissipée à petite échelle. Di-
mensionnelement, il vient ⟨I⟩/(ρS) ∼ ϵ, avec ρ la densité du liquide et S la surface du bassin. De
manière équivalente, la puissance des vagues peut également être estimé à partir de l’intégrale
du spectre de puissance de la hauteur des vagues. Cependant, il s’agit là de valeur globale, et le
lien avec le flux est fait par l’hypothèse classique en turbulence hydrodynamique d’une cascade
définie par une zone inertielle séparant une échelle d’injection et une échelle de dissipation. Ces
estimations de ϵ ∼ ⟨I⟩/(ρS) donnent expérimentalement Sη ∼ ϵ en désaccord avec la théorie de
turbulence faible et à une incohérence avec l’analyse dimensionnelle. Deux possibilités peuvent
être discutées : soit la théorie de turbulence faible n’est pas valable et il faut trouver une autre
explication pour justifier le spectre Sη ∼ ω−17/6, soit l’estimation de ϵ est incorrecte pour des
raisons restant à déterminer.

Différentes hypothèses ont été avancées afin d’expliquer les désaccords entre expérience et
théorie, liées à la validité des conditions d’application de la théorie de turbulence faible. Les
hypothèses de la dérivation de la théorie de turbulence faible ont été présentées chapitre 2 et
sont principalement :

– la condition de faible non linéarité imposée par le développement perturbatif,
– le système est supposé de taille infinie,
– la condition de séparation d’échelle entre l’échelle d’injection d’énergie et de dissipation,

définissant une zone inertielle sans dissipation, de manière analogue à la turbulence hydro-
dynamique,

– la séparation d’échelle entre le temps linéaire de propagation, le temps non linéaire d’in-
teractions entre ondes et et le temps dissipatif,

– l’hypothèse d’homogénéité et d’isotropie du système.
– la localité des interactions entre ondes
Chacune de ces hypothèses peut être mise en défaut avec des conséquences sur le spectre de

puissance non triviales. L’applicabilité de la théorie de turbulence faible se pose donc pour des



51

systèmes expérimentaux ou même naturels. Ainsi une expérience de laboratoire est forcément
de taille finie, de fortes non-linéarités et des structures singulières peuvent être impliquées, la
dissipation peut jouer à différentes échelles, ou encore les conditions de forçage peuvent induire
une anisotropie du champ d’ondes à une certaine échelle. L’existence de structures cohérentes
(ondes liées, ondes capillaires se propageant sur un front d’ondes de gravité, déferlement, conden-
sats...) n’est pas prise en compte dans la théorie de turbulence faible et peut également briser les
hypothèses d’isotropie, d’homogénéité, et d’invariance d’échelle. Enfin l’interaction entre deux
régimes d’ondes peut éventuellement poser question.

L’influence de ces différents processus sur les régimes de cascade turbulente expérimentaux
est largement débattue et les travaux présentés dans cette thèse s’inscrivent dans cette démarche.

La théorie de la turbulence faible a, en outre été validée par des simulations numériques de
la dynamique hamiltonienne dans le cas des ondes capillaires avec l’observation d’une cascade
directe [36] et des ondes de gravité avec l’observation des cascades directes et inverses en bon
accord avec la théorie [37, 38, 42]. Cette approche permet de se placer au plus près des hypo-
thèses théoriques, avec la prise en compte uniquement de faible non linéarité et d’une dissipation
uniquement localisée aux petites échelles, mais ne permet pas de sonder l’importance de certains
mécanismes physiques présents expérimentalement, tels que les fortes non-linéarités ou l’existence
de dissipation à toutes les échelles. La réalisation de simulations numériques directes, à partir
des équations les plus générales de la dynamique des fluides, i.e les équations de Navier-Stokes,
est ainsi d’un grand intérêt et permettrait de tester l’influence de ces processus sur les cascades
turbulentes.

Les résultats présentés dans cette partie se divisent en cinq chapitres. Le cas des ondes
capillaires est plus particulièrement discuté dans les chapitres 4, 5 et 6. Les chapitres 7 et 8
s’intéressent à la turbulence d’ondes de gravité.

Les chapitres 4 et 5 étudient de façon expérimentale les régimes stationnaires et instation-
naires de la turbulence d’ondes capillaires en présence d’ondes de gravité. Ces expériences sont en
continuité directe avec les travaux précédents au sein de l’équipe [71]. Le régime de déclin de la
turbulence d’ondes capillaires, c’est-à-dire lorsque le système n’est plus forcé, est étudié et com-
paré aux scénarios théoriques (chap. 4). De plus, l’étude de la turbulence d’ondes capillaires en
déclin va permettre de mettre en évidence les mécanismes de dissipation dominants et de discuter
les transferts d’énergie entre ondes de gravité et ondes capillaires. L’identification et l’estimation
de la dissipation permettra ensuite d’aborder la question de l’influence de la dissipation sur le
régime stationnaire de la turbulence d’ondes capillaires, (chap. 5). L’importance de la dissipation
est étudiée par des expériences dans des liquides de viscosité variable où l’énergie est injectée
dans les ondes de gravité et cascade ensuite vers les ondes capillaires. La part d’énergie contenue
et dissipée dans les ondes capillaires et de gravité est évaluée et nous mettons en évidence l’im-
portance de la dissipation à toutes les échelles et la relation non triviale entre puissance injectée
dans le liquide et puissance dissipée par les ondes capillaires. Ces observations permettent de
lever la controverse sur la dépendance avec la puissance injectée et d’estimer expérimentalement
la constante de Kolmogorov-Zakharov.

Le chapitre 6 présente des simulations numériques directes de la turbulence d’ondes capil-
laires, à partir de la résolution des équations de Navier-Stokes di-phasiques 3D avec tension de
surface et viscosité, à l’aide du logiciel libre Gerris 1. Nous sommes ainsi capables de nous affran-
chir des ondes de gravité et de la délicate question des transferts d’énergie entre ondes de gravité

1. Disponible sur http ://gfs.sourceforge.net.
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et de capillarité. Un état stationnaire est obtenu, et la relation de dispersion linéaire des ondes
capillaires est bien observée. Le régime de cascade directe est trouvé en accord avec la théorie de
turbulence d’ondes concernant la dépendance avec l’échelle. La mesure de la puissance dissipée
permet de définir un flux global et d’estimer la constante de Kolmogorov-Zakharov.

Les chapitres 7 et 8 s’intéressent à la turbulence d’ondes de gravité et aux deux cascades
prédites théoriquement, les cascades inverse et directe. Le chapitre 7 présente la première obser-
vation expérimentale de la cascade inverse d’ondes de gravité, prédite théoriquement et observée
numériquement il y a quelques années. Le chapitre 8 présente l’étude de la cascade directe d’ondes
de gravité dans des bassins de tailles variées. Les spectres de puissance de la hauteur des vagues
obtenus en laboratoire dans des bassins de 20 cm sont comparés avec les mesures réalisées dans
les bassins à houle de l’Ecole Centrale de Nantes, de dimension 50 m par 30 m et 15 m par 10
m. Différents types de forçages et de conditions aux limites sont testés permettant de faire varier
notamment la directionalité des ondes et la cohérence spatiale du champ d’ondes.



Chapitre 4

Turbulence d’ondes capillaires : Régime
instationnaire

53



54 CHAPITRE 4. DÉCLIN

Log(wavenumber)

L
o

g
(E

n
e

rg
y
 s

p
e

c
tr

u
m

)

Stationary spectrum: energy �ux 

from large to small scales

 

Self similar decaying 

spectrum

Dissipation ->

exponential shape

Injection DissipationInertial range

T
im

e

Decreasing cut-o! 

frequency and 

inertial range

Figure 4.1 – Représentation schématique de la turbulence d’ondes en déclin.

4.1 Contexte

L’étude des régimes transitoires en turbulence d’ondes est d’une grande importance afin
d’appliquer les idées de la turbulence faible à des systèmes naturels. Ainsi l’état de la mer est
sujet à des modifications du forçage par le vent sur des échelles de temps variées. De plus,
d’un point de vue fondamental, les régimes transitoires permettent de quantifier les échelles de
temps mises en jeu dans le système et permettent de sonder, au-delà de la turbulence d’ondes
les analogies avec la turbulence hydrodynamique.

En turbulence hydrodynamique, de nombreuses études expérimentales se sont intéressées à la
turbulence en déclin, dans des systèmes variés tels que des souffleries et canaux hydrodynamiques
[72, 11, 52], des cuves en rotation [73], ou encore dans des systèmes bi-dimensionels tels que des
films de savon [74]. Les régimes transitoires de la turbulence d’ondes ont eux été bien moins
étudiés. Un cadre théorique général est donné par [7, 75, 76] et est appliqué à la cascade directe
des ondes capillaires par Kolmakov [77], avec une source d’énergie à grande échelle (forçage) et
un puit (dissipation) à petite échelle. Une phénoménologie similaire au déclin de la turbulence
hydrodynamique est prédite et est schématisée sur la fig. 4.1. Le déclin de la cascade de turbulence
d’ondes se fait de façon auto-similaire en temps, i.e. : le spectre d’énergie des vagues à un instant
donné est en loi de puissance de l’échelle, avec le même exposant que celui du régime stationnaire.
L’énergie, et donc l’amplitude du spectre, décline en loi de puissance du temps E ∼ t−ξ, avec
ξ dépendant du système physique considéré, l’énergie étant transférée vers l’échelle dissipative
par interactions non linéaires et non pas par un processus de dissipation linéaire visqueux. Le
spectre des vagues dans la zone inertielle est ainsi de la forme Sη(t, k) ∼ t−ξk−α, avec α l’exposant
théorique du régime stationnaire. L’énergie est dissipée tout d’abord à haute fréquence (proche du
puit d’énergie), et la zone inertielle se réduit ainsi au cours du temps. La fréquence de coupure
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du régime inertiel décline en conséquence en loi de puissance du temps. La forme de la zone
dissipative du spectre est trouvée de forme exponentielle ∼ e(−k/kc)χ , avec kc une échelle de
coupure et χ dépendant du type de dissipation considérée.

Ce scénario a été globalement validé par des simulations numériques directes des équations
d’Euler dans le cas des ondes de gravité [78], pour les ondes d’Alfvèn en astrophysique [79]
et par des simulations d’équations réduites pour les ondes capillaires [77]. Les expériences en
régime de déclin, c’est-à-dire lorsque le forçage est arrêté sont cependant relativement rares, et
seul une étude témoigne de la validité du scénario de déclin auto-similaire du spectre pour les
ondes capillaires à la surface de l’hydrogène liquide [18]. Au cours du déclin, un spectre en loi de
puissance est observé en accord avec la théorie ainsi que la réduction de la zone inertielle par les
hautes fréquences. Cependant ni le déclin de l’énergie, ni celui des modes de Fourier, ni la mesure
quantitative de l’évolution de la fréquence de coupure dans le temps ne sont présentés dans cette
étude. Nous avons quantifié chacun de ces aspects dans une étude complète du déclin du régime
de turbulence d’ondes gravito-capillaires à la surface d’un liquide. Les principaux résultats sont
donnés ci-dessous et la publication associée à ces travaux est ensuite jointe § 4.3.

4.2 Discussion

4.2.1 Déclin auto-similaire de la turbulence d’ondes capillaires.

Le déclin auto-similaire en temps est observé pour la cascade directe d’ondes capillaires
dans deux liquides sur une large gamme de temps, l’eau (environ 15 s) et le mercure (environ
45 s). Dans la zone inertielle nous observons Sη(f, t) ∼ ση(t)

2f−17/6. L’exposant du spectre
capillaire est ainsi le même que celui observé en régime stationnaire. Les hautes fréquences sont
dissipées en premier et la zone inertielle se réduit à partir des hautes fréquences. Le déclin du
régime de gravité est beaucoup plus rapide (qq s) et tandis que les modes propres de la cuve et
leurs harmoniques persistent longtemps et alimentent ainsi la cascade capillaire. Au contraire du
scénario théorique, l’énergie du système estimée pour les ondes de gravité par σ2η décline de façon
exponentielle σ2η ∼ e−2t/T , avec T le taux de dissipation visqueux du mode propre de la cuve.
De plus, l’ensemble des modes de Fourier décline également de façon exponentielle, avec le même
taux de dissipation. Ainsi le temps caractéristique du déclin de l’ensemble du système est donné
par la relaxation visqueuse du mode propre le plus énergétique. Il apparaît donc que de l’énergie
est dissipée à basse fréquence et qu’une part est transférée aux ondes capillaires maintenant ainsi
la cascade turbulente, du fait des échelles de temps d’interactions beaucoup plus courtes pour ce
régime.

Dans le même temps, le déclin de la turbulence d’ondes de flexion à la surface des plaques
élastiques a été étudié et confirme le scénario de déclin auto-similaire en temps de la cascade
directe d’énergie [80].

Au delà d’une meilleure compréhension de la turbulence d’ondes en déclin, notre étude discute
les temps caractéristiques dans un système d’ondes en interaction. La théorie de turbulence faible
prévoit notamment une séparation d’échelle de temps τl ≪ τnl ≪ τd, avec τl = 1/ω le temps
linéaire de propagation, τnl le temps d’interaction non linéaire et τd le temps dissipatif. La cascade
capillaire est observée longtemps après que la cascade d’ondes de gravité est disparue, et ait été
remplacée par la relaxation visqueuse des modes propres du bassin. Ceci donne à penser que les
temps d’interactions sont très différents d’un régime à l’autre.
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En outre, ces résultats nous ont permis de mettre en évidence deux résultats majeurs concer-
nant la dissipation au sein d’un système de turbulence d’ondes : l’existence de dissipation à toutes
les échelles et l’identification du processus de dissipation dominant.

4.2.2 Dissipation à toutes les échelles en turbulence d’ondes gravito capil-
laires :

Le déclin de la turbulence d’ondes capillaires est trouvé en bon accord avec le scénario théo-
rique de déclin auto-similaire en temps. Cependant, nous observons que l’ensemble du déclin
est piloté par l’atténuation visqueuse des modes propres du bassin qui nourrissent la cascade
capillaire. Une séparation d’échelle de temps entre le régime de gravité et de capillarité semble
donc s’opérer : les ondes de gravité relaxent du fait de la viscosité mais continuent de nour-
rir la cascade capillaire qui est toujours observée en régime turbulent. Ainsi, une faible partie
seulement de l’énergie est transférée aux petites échelles, alors qu’une grande partie est dissipée
aux grandes échelles. Cette première observation de l’existence d’une dissipation à toutes les
échelles est importante pour tenter d’expliquer les précédents résultats de la turbulence d’ondes
gravito-capillaires. La dissipation dans les ondes de gravité peut être à l’origine du désaccord
entre théorie et expériences concernant la non universalité des pentes de spectre de puissance
des ondes de gravité. De plus, puisqu’une forte part de l’énergie est dissipée par les ondes de
gravité à grande échelle, le lien entre la puissance injectée dans le système par le batteur et la
quantité d’énergie transférée aux ondes capillaires est non trivial et complique l’estimation d’un
flux d’énergie à travers la cascade directe capillaire.

4.2.3 Nature de la dissipation :

L’étude du déclin de la turbulence d’ondes gravito-capillaires a permis de mettre en évidence
le processus de dissipation dominant pour les grandes longueurs d’ondes.

Nous avons montré expérimentalement une dépendance 1/T ∼ ν1/2 à grande échelle. Cet
effet s’explique quantitativement par la dissipation linéaire combinée aux bords, sur le fond et
à la surface en présence d’un film inextensible (chap. 1, eq. (1.45)). La dissipation en surface
en présence d’un film inextensible est identifiée comme le processus dominant, et a la forme
1/T ∼ (ων)1/2k. Ce terme domine largement la dissipation classique en présence d’une surface
libre 1/Tν = 2νk2 (eq. (1.35)), pour la dissipation des ondes à la surface de l’eau en bassin
fermé. Cette observation a été réalisée dès les années 60 par les expériences de Van Dorn [81],
Henderson et Miles [51, 82, 50], mais demeure malgré tout relativement méconnue et est rare-
ment prise en compte dans les modèles théoriques de vagues et dans les simulations numériques.
La quasi-impossibilité de s’affranchir de la dissipation due aux surfactants dans des conditions
de laboratoire même bien contrôlées est abondemment discutée par ces auteurs. Remarquons
également qu’une surface saturée en contaminants est un cas limite, et le cas réel correspond à la
présence de surfactants sans saturation. L’analyse physico-chimique d’un tel cas est un problème
complexe et un sujet en soi [83, 84, 85].

Intéressons nous maintenant à la dépendance théorique des termes dissipatifs en fonction de
la fréquence. La figure 4.2 montre les termes de dissipation visqueuse classique, de dissipation en
surface due aux surfactants et la dissipation totale avec fond bords et surface inextensible, pour
quatre fluides utilisés en fonction de la fréquence, le mercure (bleu), l’eau (rouge), le mélange
eau-glycérol à 50% (noir, denoté GW) et l’huile silicone 10 cSt (vert), ce qui permet de faire varier
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Figure 4.2 – Dissipation linéaire théorique, i.e. correspond à un déclin exponentiel de l’amplitude
de l’onde |η| ∼ e−t/T , avec le taux de dissipation T en fonction de la fréquence. −− : Tν , condition
de surface libre (eq. (1.35)) ; − : TS , film inextensible en surface (eq. (1.42)), (◦ : T ) dissipation
totale, i.e somme de la dissipation en présence d’un film, des bords et du fond (eq. (1.45)).

la viscosité d’un facteur 100. Il apparait clairement que le terme en Tν est négligeable devant T
à basse fréquence pour toutes les viscosités et à haute fréquence pour les plus faibles viscosités
(ν < 10−6 m2s−1) . Ces termes deviennent comparables à forte viscosité et haute fréquence.
Les termes de bords et de fond n’ont d’importance que à basse fréquence (grande longueur
d’ondes). Nous pouvons ainsi considérer comme terme de dissipation linéaire des ondes, le taux
de dissipation totale T (eq. (1.45)) pour les ondes de gravité et pour les ondes de capillarité,
pour l’ensemble des liquides étudiés.

4.3 Tiré à part : Decay of capillary wave turbulence
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We report on the observation of freely decaying capillary wave turbulence on the surface of a fluid. The
capillary wave turbulence spectrum decay is found to be self-similar in time with the same power law exponent
as the one found in the stationary regime, in agreement with weak turbulence predictions. The amplitude of all
Fourier modes are found to decrease exponentially with time at the same damping rate. The longest wavelengths
involved in the system are shown to be damped by a viscous surface boundary layer. These long waves play the
role of an energy source during the decay that sustains nonlinear interactions to keep capillary waves in a wave
turbulent state.
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I. INTRODUCTION

Waves on ocean surface are the most common example of
wave turbulence. Wave turbulence focuses on the statistical
properties of a set of interacting waves where energy is
transferred by nonlinear interactions from the forcing scales
down to small scales at which energy is dissipated. A statistical
theory of wave turbulence was developed in the 1960s, the
so-called weak turbulence theory which exhibits such an
energy transfer in out-of-equilibrium situations [1,2]. This
theory has been applied to almost every context involving
nonlinear waves: astrophysical plasmas, surface or internal
waves in oceanography, Rossby waves in the atmosphere,
spin waves in magnetic materials, Kelvin waves in superfluid
turbulence, nonlinear optics, etc. This theory is based on
hypotheses such as those addressing weakly nonlinear waves,
infinite systems, and scale separations between energy source
and sink, which may limit its applicability to real systems.
In the last decade, the stationary regime of wave turbulence
has been studied in laboratory experiments (see Ref. [3] for a
recent review), and have shown that the validity domain of this
theory can be questionable. Nonstationary wave turbulence,
that is, once the forcing is stopped from a stationary state of
wave turbulence, has been much less studied although it can
provide crucial information for understanding how energy is
redistributed between modes during transients (e.g., during a
sudden change of wind for ocean waves) and how the stationary
regime of wave turbulence is reached.

Numerous studies have been performed on nonstationary
turbulent systems such as three-dimensional turbulence in
wind tunnels [4] and in rotating tanks [5] and two-dimensional
turbulence in plasma [6], soap films [7], and shallow water [8],
as well as in quantum turbulence [9]. For nonstationary wave
turbulence, theoretical [1,10] and numerical [11,12] efforts
have been performed, whereas experiments are scarce and
only concern capillary wave turbulence [13], or elastic wave
turbulence on a thin plate [14]. For elastic waves, better
agreement with weak turbulence theory has been obtained
compared to the stationary case where the forcing induces
anisotropy [14]. For the decay of capillary wave turbulence,
theoretical works have predicted a self-similar solution in time
for the energy spectrum [15,16] that is compatible with the
observations on decaying capillary wave turbulence on the
surface of liquid hydrogen [13].

In this paper, we report on an experimental study of freely
decaying gravity-capillary wave turbulence on the surface
of various fluids. The frequency spectrum of the capillary
wave amplitude is found to be self-similar during most of the
decay. The spectrum exponent of this nonstationary regime is
found to be close to the predicted exponent of the stationary
regime. Moreover, the energy within the system and all the
Fourier modes are found to decay exponentially with time.
This is unusual in decaying turbulent systems where energy
is supposed to decay as a power law in time [1,16,17]. The
longest waves present in the system are the most energetic
ones and are shown to be damped by viscosity on the
surface, with the inextensible film condition [18]. However,
these waves keep enough energy during the decay to sustain
capillary waves in a wave turbulent regime without gravity
wave turbulence. The amplitude of the capillary spectrum and
its cutoff frequency are found to decrease as two different
power laws of the total energy contained in the system. Finally,
freely decaying capillary wave turbulence can be seen as a
capillary wave turbulence in a stationary regime but with
a decreasing total energy and a decreasing inertial range
with time.

The paper is organized as follows. In Sec. II, the exper-
imental setup and protocol are described. The experimental
results are shown in Sec. III. The wave height power spectrum
is described and its properties are analyzed. The evolution of
the Fourier modes and of the cutoff frequency of the spectrum
are presented during the decay. The origin of wave dissipation
is discussed in Sec. IV, whereas Sec. V gives the conclusions.
Finally, additional experiments in the stationary case are
presented in the Appendix in order to compare stationary and
nonstationary regimes.

II. EXPERIMENTAL SETUP AND PROTOCOL

The experimental setup is close to the one used in Ref. [19].
It consists of a circular plastic vessel, 22 cm in diameter,
filled either with mercury or water to a height h = 25 mm.
Water and mercury are used as the working fluids to study the
role of the kinematic viscosity on decaying wave turbulence.
The properties of mercury (water) are density, ρ = 13.6 ×
103 kg/m3 (103 kg/m3), kinematic viscosity ν = 10−7 m2/s
(10−6 m2/s), and surface tension γ = 0.4 N/m (0.07 N/m).
Surface waves are generated by a rectangular plunging wave
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maker (13 cm in length and 3.5 cm in height) driven by an
electromagnetic vibration exciter driven by a random noise (in
amplitude and frequency) bandpass filtered typically between
0.1 and 5 Hz. The amplitude of the surface waves at a given
location is measured by a capacitive wire gauge plunging
perpendicularly to the fluid at rest [19]. The eigenvalues
of a circular vessel of radius R are given in Ref. [18], in
terms of wave numbers k. By using the dispersion relation
for gravity capillary waves ω2 = (gk + γ

ρ
k3) tanh kh (g being

the acceleration of gravity and ω the angular frequency),
the computed eigenvalue frequencies of a circular vessel,
corresponding to a wavelength close to R = 11 cm, are,
respectively, f a

R = 3.2 Hz for antisymmetrical modes and
f s

R = 3.9 Hz for symmetrical ones, whatever the working fluid.
To study freely decaying wave turbulence, a typical ex-

periment is as follows. First, surface waves are generated
during a long-enough time (!30 s) to reach a stationary wave
turbulence state. The forcing is then stopped at t = 0, and the
wave amplitude is recorded during a time T long enough to
observe the wave damping up to a still state. T is chosen equal
to 90 s for mercury and 40 s for water. The experiment then
is automatically iterated N times to generate statistics, and
results are averaged (ensemble average denoted by 〈·〉). We
have chosen N large enough to get convergence of the statistics
(N = 180 for mercury and N = 300 for water). To analyze the
different steps of the decay of the wave amplitude signal, the
signal is considered on short time intervals [t,t + δt] with
δt = 3.5 s for mercury and 2 s for water (temporal average
denoted by ·). Error bars in the following results have been
computed using various values of δt % T with 1 " δt " 5 s
and considering different sets of experiments in water or
mercury. Such a protocol allows us to study the statistical
properties of freely decaying capillary wave turbulence with
good accuracy.

III. NONSTATIONARY WAVE TURBULENCE

A. Temporal decay of the wave amplitude

Figure 1 shows the decay of the wave amplitude η(t)
on the surface of mercury as a function of time for one
single realization once the forcing is stopped at t = 0. The
envelope of the wave amplitude η(t) is roughly fitted by
η(t) = |η0| exp(−t/τ ) (see dashed line), where τ and |η0| are
two fitting parameters corresponding to the damping time and
to the absolute value of η at t = 0, that is, when the forcing
is stopped. Moreover, the wave amplitude during its decay
exhibits strong fluctuations around its zero mean value before
reaching its stationary still state. The inset of Fig. 1 shows
the temporal evolution of the averaged rms value of the wave
amplitude 〈ση(t)〉 ≡

〈√
η2

〉
computed during each short time

interval [t,t + δt] and then averaged over N experiments.
This rms value of the wave amplitude is found to decay
exponentially in time with the same damping time τ as above,
and is well fitted by 〈ση(t)〉 = 〈ση(0)〉e−t/τ (see dashed line
in the inset). Note that similar results are found for water, τ
being the characteristic damping time for a given fluid (τ = 5 s
for water and τ = 15.5 s for mercury). The variance 〈ση(t)〉2

will be considered as an estimate of the total energy within
the system. Indeed, the energy of gravity waves is ∼η2 and
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FIG. 1. (Color online) Decay of the wave amplitude, η(t), as a
function of time (solid line). Random forcing is working for t < 0
and is stopped at t = 0. Mercury. Dashed line corresponds to an
exponential fit η(t) = |η0|e−t/τ with τ = 15.5 s and |η0| = 3 mm.
(Inset) #, Temporal decay of the averaged standard deviation of
wave amplitude, 〈ση〉; −−, exponential fit 〈ση(t)〉 = 〈ση(0)〉e−t/τ ,
with τ = 15.5 s and 〈ση(0)〉 = 1 mm.

is greater than capillary energy. As a consequence, the total
energy is found to decay as e−2t/τ with a τ/2 damping time.

B. Time-frequency decay of the spectrum

To study the decay of the wave amplitude simultane-
ously in time and in frequency, we use a spectrogram
analysis, a well-known MATLAB signal processing tool.
Using short-time Fourier transform, the spectrum of the
wave amplitude at a time t∗ of the decay is computed as
Sη(f,t∗) ≡

∫ t∗+δt
t∗ η(t)η(t + t ′)e−i2πf tdt over a short time in-

terval, [t∗,t∗ + δt]. Iterating in time all along the decay, we get
the full time-frequency spectrum Sη(f,t) or spectrogram as a
function of time and frequency. This also gives the temporal
evolution of the spectrum of one Fourier mode at frequencyf ∗:
Sη(f ∗,t). The spectrum is then averaged over N experiments,
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FIG. 2. (Color online) Averaged spectrogram 〈Sη(f,t)〉 of the
wave amplitude during the decay as a function of frequency and
time. Color bar is a logarithmic scale of the spectrum amplitude.
Pixelization in time corresponds to the short time interval δt = 3.5 s.
f a

R is an eigenvalue of the vessel (see text) remnant of the forcing
frequencies (0.1–6 Hz).
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〈Sη(f,t)〉 and is shown in Fig. 2. A vertical section in
Fig. 2 at a time t∗ thus gives the wave amplitude spectrum
as a function of frequency at one moment of the decay
〈Sη(f,t∗)〉. A horizontal section in Fig. 2 at a frequency f ∗ thus
gives 〈Sη(f ∗,t)〉, the temporal evolution of the spectrogram
of one Fourier mode during the decay. In Fig. 2, δt = 3.5 s
is chosen to probe the spectrum for frequencies greater than
2/δt ≈ 0.6 Hz. Figure 2 shows that low frequencies are more
energetic than high ones all along the decay. It also shows that
high frequencies are damped faster than low ones. Finally, the
most energetic frequency (see arrow in Fig. 2) is 3.1 ± 0.1 Hz.
It corresponds to a fundamental eigenvalue of the vessel,
f a

R = 3.2 Hz that is within the remnant forcing frequencies.

C. Temporal decay of the power spectrum

Figure 3 shows the temporal evolution of the power
spectrum 〈Sη(f,t∗)〉 as a function of the frequency at different
decay times t∗. It corresponds to different vertical sections
of the spectrogram in Fig. 2, the top curve corresponding to
the beginning of the decay, just after the forcing is stopped.
Time increases from top to bottom, and corresponding curves
display the dynamics of the decay in three main phases:
(i) a remnant of the forcing at the early beginning of the decay,
(ii) a self-similar decay lasting most of the decay time, and
(iii) a purely dissipative phase at the end.

(i) Remnant of the forcing (t∗ < τ/3 + 5 s). The power
spectrum just after the forcing is stopped (top curve) is similar
to the the one observed in the stationary regime [19]. Two
frequency-power laws are observed, one corresponding to
the gravity wave cascade (∼f −5.3±0.2 for 6 < f < 20 Hz)
and the other to the capillary wave cascade (∼f −2.9±0.2 for
20 < f < 130 Hz). Crossover between the regimes occurs
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FIG. 3. (Color online) Averaged power spectrum 〈Sη(f,t∗)〉 at
different times t∗ of the decay. From top to bottom, t∗ = 2, 5.5, 9,
16, 26.5, 37, 47.5, 58, and 68.5 s. Dashed lines are power laws fits
∼f −5.3 for gravity (6 < f < 25 Hz, top curve only) and ∼f −2.9 for
capillary waves (25 < f < 100 Hz). Black arrows indicate the cutoff
frequencies fc of the capillary wave cascade. Red (light gray) dashed
arrows indicate vessel eigenvalues: f a

R and f s
R remnant of the forcing

frequencies (0.1–6 Hz), and their harmonics 2f a
R and 4f a

R (see text).
(Inset) The rescaled wave height power spectra 〈Sη(f,t∗)〉/〈ση(t∗)〉2.
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capillary wave turbulence as a function of time. One has α =
2.9 ± 0.2 during most of the decay (t < 3τ = 45 s). The dashed line is
the theoretical prediction for stationary capillary wave turbulence [1].

at fgc ∼ 20 Hz, while dissipation occurs at higher frequency
(f > 130 Hz).

(ii) Self-similar phase (τ/3 < t∗ < 3τ + 45 s). All spectra
have the same shape in the capillary regime and exhibit
〈Sη(f,t∗)〉 ∼ f −α with an exponent α that does not depend
on time. Indeed, all frequency power law fits are parallel
in the capillary frequency range. Figure 4 shows that the
exponent α is roughly independent of time for 0 < t < 3τ
with α = 2.9 ± 0.2. This value is in good agreement with the
theoretical value 17/6 + 2.8 for the exponent of the stationary
capillary wave turbulence [1]. Note that no gravity power
law is observed during the self-similar decay of capillary
wave turbulence. Moreover, at high frequency, the power law
spectrum directly reaches the noise level during the whole
self-similar phase. The intercept between the power law and
the noise level defines a cutoff frequency of the spectrum
and this cutoff is found to decrease continuously during the
self-similar decay (see black arrows in Fig. 3). Thus, the high
frequencies vanish first.

(iii) Purely dissipative phase (t∗ > 3τ ). At long times, no
power law is observed in the capillary and gravity frequency
ranges. The spectrum has a rounded shape for every frequency.

Similar qualitative results are found when water is used
as the working fluid. For both fluids (water and mercury),
one has the self-similar decay of capillary wave turbulence
during τ/3 < t < 3τ with τ the characteristic damping time
of each fluid, whereas the gravity cascade quickly vanishes
when t > τ/3. The time τ/3 can be interpreted as the time
needed to “forget” the forcing conditions or a memory time of
the forcing. Although there is a decreasing of the inertial range
during the self-similar decay of capillary wave turbulence
(see Fig. 3), all spectra are found to perfectly collapse when
rescaled by the variance of the wave amplitude fluctuations,
〈Sη(f,t∗)〉/〈ση(t∗)〉2, as shown in the inset of Fig. 3. The
capillary power law cascade is visible up to 3τ . This time
corresponds to the “lifetime” of the cascade where more than
99% of the total energy of the system has been dissipated.
Indeed, since ση ∼ e−t/τ , one has σ 2

η (3τ )/σ 2
η (0) = e−6. Thus,

we speculate that there is not enough energy within the
system to sustain nonlinear interactions and the cascade

066311-3



LUC DEIKE, MICHAEL BERHANU, AND ERIC FALCON PHYSICAL REVIEW E 85, 066311 (2012)

0 10 20 30 40 50 60 70
Time (s)

S
pe

ct
ru

m
 c

ut
−o

ff 
fr

eq
ue

nc
y 

(H
z)

0 10 20
Time t (s)

f c (
H

z)

100

30

300

100

300

30

FIG. 5. (Color online) Cutoff frequency as a function of time.
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◦; δt = 1.5 s. The solid line is an exponential fit fc ∼ e−at/τ , with
a = 0.38 a fitting parameter and τ = 5 s the damping time for water.

phenomenology breaks down. Moreover, since the gravity
wave cascade vanishes after a time τ/3, we believe that the
energy level necessary to sustain gravity wave interactions is
much higher than that of capillary waves. Finally, note that
two peaks are visible at low frequency in all spectra of Fig. 3
(3.1 ± 0.1 and 3.8 ± 0.1 Hz). These frequencies correspond
to vessel eigenvalue modes, f a

R = 3.2 Hz and f s
R = 3.9 Hz

(Ref. [18] and Sec. II), with wavelengths close to the vessel
radius R. Note also that harmonics of the vessel eigenvalue
2f a

R and 4f a
R are also observed close to the end of the decay

(see Fig. 3).

D. Cutoff frequency of the capillary spectrum

The cutoff frequency fc of the capillary spectrum is shown
in Fig. 5 as a function of time for different sets of experiments.
fc is defined when the spectrum departs from its power law
fit [phase (i)] or when it reaches the noise level [phases (ii)
and (iii)] (see black arrows in Fig. 3). The cutoff frequency
is found to decrease roughly exponentially with time fc ∼
e−at/τ with a = 0.38 ± 0.06 a fitting parameter, τ being the
characteristic damping time obtained previously for mercury
or water. Since 〈ση〉 ∼ e−t/τ , one has fc ∼ 〈σ 2

η 〉0.19±0.03 during
the whole decay for both fluids. Therefore, the cutoff frequency
is a power law of the amount of energy in the system. This result
is compatible with the one obtained in the case of stationary
wave turbulence (see the Appendix).

E. Temporal decay of the Fourier modes

Figure 6 shows the temporal evolution of the amplitude of
the Fourier modes 〈Sη(f ∗,t)〉 as a function of time for different
f ∗. It corresponds to different horizontal sections of the spec-
trogram in Fig. 2. This allows us to compare the total energy
in the system 〈ση(t)〉2 ≡ 〈η2(t)〉 =

∫ ∞
0 〈Sη(f,t)〉df with the

amount of energy contained in one single Fourier mode at
f ∗,

∫ f ∗+δf
f ∗ 〈Sη(f,t)〉df = 〈Sη(f ∗,t)〉δf , with δf = 0.24 Hz
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FIG. 6. (Color online) Decaying of the total energy 〈ση(t)〉2 (#)
and of the Fourier modes 〈Sη(f ∗,t)〉 as a function of time. Each solid
line corresponds to a mode at frequency f ∗: both top f s

R = 3.2 Hz
and f a

R = 3.8 Hz; from the third from the top to the bottom f ∗ = 13,
23, . . . ,93 Hz, with 10-Hz steps. Dashed lines are exponential fits
∼e−2t/τ for τ/3 < t < 3τ (slow damping) and ∼e−5t/τ for t < τ/3
(fast damping). Vertical dashed lines correspond to τ/3 and 3τ .

being the Fourier transform resolution. First, one observes
that the total energy in the system decays exponentially as
〈ση(t)〉2 ∼ e−2t/τ (see # and the dashed line fit in Fig. 6).
Second, excluding the beginning and the end of the decay, all
Fourier modes are found to decay exponentially with the same
time scale τ/2 within a 10% error bar. This is also the damping
time of the total energy (see parallel dashed-line fits). Thus,
the damping time is found to be independent of the frequency
for interacting waves. This result stands in stark contrast to
the one for noninteracting waves where the damping time of
linear sinusoidal waves is a decreasing function of the wave
frequency as a consequence of the viscous damping.

One might now wonder what feeds the capillary cascade
during the decay? The decay of the vessel eigenvalue modes
f a

R = 3.2 Hz and f s
R = 3.8 Hz are also displayed in Fig. 6 (both

top solid curves). As for any modes, these fundamental modes
both decay exponentially with the same damping time τ/2 as
the one of the total energy. Moreover, one also observes that a
large amount of energy is contained in these vessel modes. One
can estimate that roughly 70% of the total energy is contained
in frequencies between 3 and 4 Hz during all the decay. As a
consequence, long waves close to these modes play the role
of an energy source that feeds the capillary cascade during
the decay, and the relaxation of these modes characterize the
global decay of the system. The energy decay of these long
waves leads to a decrease of the inertial range of the capillary
wave turbulence (see Figs. 3 and 5).

Let us now focus on the decay of Fourier modes at the
very beginning and end of the decay. Fig. 6 shows that the
exponential decay of Fourier modes, within the capillary
inertial range, is faster for earlier times, t < τ/3, than for
τ/3 < t < 3τ , and seems also to be independent of the
frequency. The typical time ∼τ/5 of this fast damping could
be a measurement of the nonlinear time scale of gravity waves
and is found to be smaller than the damping time τ/2. The
fast damping is also related to the remnant of the forcing up
to a time τ/3 for which 50% of the total energy has been
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TABLE I. Physical fluid properties: density, ρ, kinematic viscosity, ν, and surface tension, γ [24]. Corresponding experimental damping
time τ from the temporal decay of the vessel mode of frequency 3.2 Hz.

Fluid ρ (kg/m3) ν (m2/s) γ (mN/m) τ (s)

Mercury 13 600 1.1 × 10−7 400 15.5 ± 1.5
Water 1000 10−6 73 5 ± 1
20% GW 1020 2 × 10−6 70 5 ± 1
30% GW 1050 3 × 10−6 70 4 ± 0.5
50% GW 1120 5 × 10−6 68 3.7 ± 0.4
Silicon oil V5 1000 5 × 10−6 20 4 ± 0.4
Silicon oil V10 1000 10−5 20 2.5 ± 0.4

dissipated. After this time, the gravity power law spectrum is
no longer observed, meaning that there is not enough energy to
sustain the gravity wave cascade anymore. The capillary wave
turbulence cascade is observed for longer because less energy
is needed, and this energy can come from the slow relaxation
of the long waves. For t > 3τ , less than 1% of the energy
remains in the system, and the capillary wave turbulence is no
longer observed in Fig. 3.

Note that when performing similar experiments with more
viscous liquids (aqueous solution of glycerol or silicon oil),
no wave turbulence regime is observed, the dissipation time
is found to depend on frequency (see Sec. IV) and is larger
than the total energy damping time τ/2. As mentioned above,
this behavior is expected when noninteracting waves are
dissipated by viscosity. As a consequence, decaying capillary
wave turbulence is not observed within these fluids because
the nonlinear interactions are too weak with respect to the
dissipation process.

IV. ORIGIN OF WAVE DISSIPATION

Dissipation of propagating waves in a closed basin has been
studied theoretically and experimentally by various authors
[18,20,21]. The wave height decay at a given frequency has
been found to be exponential whatever the nature of the viscous
dissipation. Let us define T the theoretical damping time that
depends on the frequency and the nature of dissipation. Viscous
damping in fluids can have different origins: bottom boundary
layer (TB), side wall boundary layer (TW ), and surface
dissipation. Two types of viscous dissipation by the surface
are generally considered: either due to the fluid viscosity at
the surface T −1

ν ∼ νk2 [18,21] or due to a surface boundary
layer with an inextensible film T −1

S ∼ (νω)1/2k [18,20]. The
latter comes from the presence of surfactants/contaminants at
the interface that leads to an inextensible surface where fluid
velocity should be canceled at the interface. Note that these
surface dissipations are incompatible since they corresponds to
two different kinematic conditions at the interface. The decay
rate for the wave of frequency f is defined by δ ≡ 1/(T 2πf ).
The theoretical decay rate for the various types of viscous
dissipation in a fluid of arbitrary depth h are [18,20,21]

δν = νk2

πf
, (1)

δS =
(

ν

4πf

)1/2
k cosh2 kh

sinh 2kh
, (2)

δB =
(

ν

4πf

)1/2
k

sinh 2kh
, (3)

δW =
(

ν

4πf

)1/2 1
2R

(
1 + (m/kR)
1 − (m/kR)

− 2k

sinh 2kh

)
, (4)

where R is the size of the circular vessel and m = 1 the
antisymmetrical modes and m = 0 the symmetrical ones.

To understand the origin of the wave dissipation in our
system, we have performed similar decay experiments with
various fluids: water, mercury, silicon oils, and aqueous
solutions of glycerol (denoted as x%GW with x the glycerol
percent) to vary kinematic viscosity over two orders of
magnitude. Properties of these fluids are listed in Table I.
Similar wave relaxation is observed whatever the working
fluid: The wave height decays roughly exponentially with
time, and so does its rms value 〈ση〉. The most energetic
mode f a

R = 3.2 Hz does not depend on the fluid used as
expected, whereas the exponential decay of this mode gives
the damping time τ for each fluid as shown in Table I. Figure 7
shows the experimental value of decay rate of the frequency
f a

R = 3.2 Hz as a function of the fluid kinematic viscosity
(# symbols), as well as the theoretical decay rates computed
for each type of viscous dissipation at the same frequency.
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FIG. 7. (Color online) Decay rate, 1/(τ2πf a
R ), of the wave mode

at f a
R = 3.2 Hz as a function of viscosity ν for various fluids (#).

Theoretical decay rate by viscous dissipation: ◦, surface boundary
layer, δS , from Eq. (2); +, bottom surface layer, δB , from Eq. (3);
,, wall surface layer, δW , from Eq. (4); and ×, viscous surface δν
from Eq. (1). The dashed line is the total theoretical dissipation δT =
δS + δB + δW .
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Clearly, the experimental decay rate scales as ν1/2 over two
decades in viscosity and not as ν1, as expected by the usual
viscous dissipation. In our experiment, viscous dissipations by
surface boundary layer and bottom boundary layer are the most
important while the usual viscous dissipation at the surface is
clearly negligible in the damping of the fundamental mode.
Friction at the lateral boundary is also negligible. Bottom
friction is quite important since the wavelength corresponding
to f a

R is close to the vessel radius R (and thus of the order of
2πh); so waves at this frequency are affected by the depth.
Finally, the total theoretical dissipation δT = δS + δB + δW is
found to be in good agreement with data both qualitatively
and quantitatively (see dashed line in Fig. 7). The fact
that viscous dissipation by a surface boundary layer takes
over the usual viscous relaxation was previously observed
in laboratory experiments with water [20,22,23], and is also
realistic considering waves in a natural context. Indeed, if no
particular attention is paid (such as working in a clean room
with filtered fluid or fluid with low enough surface tension),
the surface dissipation by boundary layer dominates the νk2

dissipation [23]. Finally, note that the infinite depth condition is
satisfied for f > 10 Hz (i.e., λ < 2 cm and kh / 1), and thus
bottom friction becomes also negligible for capillary waves.
Consequently, in our experiments, the dissipation source for
capillary waves is due only to to viscous dissipation by a
surface boundary layer, and for larger waves mostly by surface
boundary layer since a small amount is also dissipated within
the bottom boundary layer.

V. CONCLUSION

We report on laboratory experiments on the decay of
gravity-capillary wave turbulence on the surface of various
fluids. We show that the spectrum of the capillary wave
turbulence keeps a self-similar shape during the decay, with a
frequency power law exponent close to the one of the stationary
regime. All Fourier modes are found to decay exponentially
in time with the same damping rate. A large amount of the
total energy within the system is contained in a few longest
wave modes (fundamental vessel eigenvalues) which also
decay exponentially in time due to viscous dissipation within
a surface boundary layer. Since a self-similar capillary wave
cascade is observed in time, it means that the typical time of
energy flux transfer through scales by nonlinear interactions is
small with respect to the natural damping time of the waves.
Such a self-similar cascade during the decay of capillary wave
turbulence has been predicted theoretically [16]. However,
the total energy is predicted to decay according to a power
law in time [16], which is a general result found in various
nonstationary turbulent flows [17]. Our wave turbulence
system thus exhibits an unusual behavior where a turbulent
cascade regime is observed with a total energy decaying
exponentially in time as a result of the viscous decay of the
longest wave modes. It can be interpreted as follows: The
energy necessary to sustain the capillary wave turbulence is
small with respect to the energy contained in the longest modes
that feed the capillary cascade. So even if the major part of the
energy is damped by a viscous process, there is still enough
energy cascading through the scales to maintain a capillary
wave turbulent state provided that the nonlinear time between

waves is shorter than the damping time. The amplitude of
the capillary spectrum and its cutoff frequency are found to
decrease as two different power laws of the energy contained
in the system. Both scalings are consistent with those of the
stationary regime. This means that freely decaying capillary
wave turbulence can be seen as a capillary wave turbulence in
a stationary regime but with the total energy and the inertial
range decreasing with time.
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APPENDIX: STATIONARY WAVE TURBULENCE

Let us compare the experimental results found in the
nonstationary case (see above) with those of the stationary
regime of capillary wave turbulence. To do this, additional
experiments were performed in a stationary regime with
decreasing injected energy. The experimental setup in the
stationary case is the same as described in Sec. II (see also
Ref. [19]) except that the wave maker is continuously driven
by a stochastic forcing (both in amplitude and frequency in a
range of typically 0.1 to 6 Hz). The wave height η(t) is then
recorded during 300 s, and its power spectrum is computed
over the whole duration of the signal recording. The force
F (t) applied by the shaker to the wave maker and the velocity
V (t) of the wave maker are measured to access to the injected
power I = F × V into the waves [19].

For such a stationary regime, one finds that mean injected
power I ∼ σ 2

η . Figure 8 shows the wave height spectra for
different forcing amplitude 5 " I " 30 mW. Whatever the
forcing, two power laws are observed: one in the gravity
wave regime, Sη ∼ f −5.2±0.2, and one in the capillary range
of frequency, Sη ∼ f −2.8±0.2, as previously reported [19]. The
inertial range of the capillary spectrum also increases when I
is increased. The power law exponent of the capillary regime
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is found to be independent of I , and the inset of Fig. 8 shows
that Sη ∼ I

1±0.2
, in agreement with previous experimental

results [19,25]. Since Sη ∼ If −2.8 and I ∼ σ 2
η , one thus has

Sη ∼ σ 2
η f −2.8 for the stationary regime which is the same

result as the one found experimentally for freely decaying
capillary turbulence (see Sec. III C).

In the stationary case, the cutoff frequency fc of the
capillary wave turbulence spectrum is defined when the
spectrum departs from its power law fit (see Fig. 8).
Figure 9 then shows that fc increases as a power law in I ,
that is, fc ∼ I

0.2±0.05
, leading to fc ∼ (σ 2

η )0.2±0.05, which is
the same result as the one found in the freely decaying case (see
Sec. III D).

Finally, note that in a stationary regime, the cutoff frequency
fc is generally estimated by balancing the nonlinear interaction
scale time τNL with the dissipative time scale τD: τNL(fc) ∼
τD(fc) [1,26]. However, here we have no measurement of τNL

at capillary scales. On the other hand, the cutoff frequency
of the capillary wave turbulence on liquid hydrogen has been
reported to scale as fc ∼ η

4/3
p , with ηp the wave amplitude at

the forcing frequency [26]. Assuming that ηp ∼ ση leads to
fc ∼ σ

4/3
η , and thus a 2/3 exponent for the variance which

differs from the 0.2 exponent found here. Several differences
between both experiments can explain this fact. In our case,
the stochastic forcing by a wave maker leads to a continuous
power law spectrum, whereas the parametric forcing at a
single frequency of Ref. [26] leads to a discrete spectrum
of peaks of decreasing maximal amplitudes. Moreover, the
dissipation nature is different since surface viscous boundary
layer is shown to be the main dissipative mechanism for
water waves whereas a νk2 dissipation is assumed for liquid
hydrogen [26].
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5.1 Contexte

Dans ce chapitre, le régime stationnaire de la turbulence d’ondes est étudié expérimentale-
ment, et l’accent est mis sur la cascade directe capillaire. Cette étude fait suite à l’étude du
déclin de la turbulence d’ondes gravito-capillaires, qui a notamment permis de mettre en évi-
dence l’existence de dissipation à grande échelle. Nous allons maintenant chercher à quantifier
l’effet de cette dissipation sur les cascades directes d’ondes de gravité et de capillarité en régime
stationnaire. Enfin nous chercherons à résoudre le paradoxe entre l’accord avec la théorie concer-
nant la loi d’échelle en fréquence du spectre capillaire et le désaccord avec la loi d’échelle en
puissance. Les deux questions qui nous guident sont donc : Quelle est l’influence de la dissipation
à toutes les échelles sur le régime stationnaire ? Quelle est la part d’énergie injectée à grande
échelle réellement présente dans la cascade capillaire ?

Avec un liquide de faible viscosité, le spectre de puissance de la hauteur des vagues Sη(f)
est trouvé en loi de puissance de la fréquence, en accord avec la théorie de turbulence faible
Sη ∼ f−17/6, quelque soit la puissance injectée. Pour des fluides de plus forte viscosité, une
cascade directe est toujours observée avec un spectre en loi de puissance Sη ∼ f−α. Cependant le
coefficient α est trouvé augmenter avec la viscosité. De plus à viscosité fixée, α est trouvé dépendre
de la puissance injectée. Ces résultats sont comparables à des études dans d’autres systèmes de
turbulence d’ondes. Ainsi le raidissement des spectres de puissance lorsque la dissipation des
ondes est augmentée a par ailleurs été observé en turbulence d’ondes de flexion à la surface de
plaques élastiques, expérimentalement et numériquement [86, 43]. Par ailleurs, la dépendance de
α avec la puissance injectée (à forte viscosité) rappelle ce qui est observé en turbulence d’ondes
de gravité [20, 27, 28].

La part de puissance dissipée linéairement par les ondes de gravité et de capillarité est estimée
par les spectres de puissance dissipée de ces deux régimes. Il sera ainsi confirmé que seule une
petite partie de l’énergie est transférée vers les ondes capillaires. La relation entre la puissance
injectée mesurée aux batteurs et la puissance dissipée linéairement par les ondes est discutée et
nous montrons que seule une fraction de l’énergie injectée dans le système est dissipée linéairement
par les ondes. Une part non quantifiée de cette énergie va dans l’écoulement et une autre part
est sans doute dissipée par des processus non linéaires tels que le déferlement [87, 88, 89, 90, 91]
ou la génération d’ondes capillaires sur le front des ondes de gravité [92, 93, 94, 95]. Un résultat
important est que la puissance dissipée linéairement par les ondes capillaires Dc est trouvée
dépendre de manière non linéaire de la puissance moyenne injectée. Nous proposons alors une
nouvelle estimation expérimentale du flux d’énergie à travers les échelles capillaires à partir de
Dc qui permet de lever l’incompréhension quand à la dépendance du spectre capillaire avec la
puissance injectée. Ainsi pour des fluides de faible viscosité, la cascade directe capillaire est bien

décrite par le spectre de Kolmogorov-Zakharov Sη(f) = CKZϵ1/2
(
γ
ρ

)1/6
f−17/6, et il est alors

possible d’estimer la constante de Kolmogorov-Zakharov CKZ pour la première fois dans un
système expérimental de turbulence d’ondes. Cette valeur sera comparée à la valeur théorique et
à la valeur estimée dans des simulations hamiltoniennes [96].

Avant de discuter les résultats, le dispositif expérimental est présenté.
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Figure 5.1 – Représentation schématique du dispositif expérimental. Un exemple de signal de
la hauteur des vagues en régime stationnaire est donné.

5.2 Dispositif et protocole expérimental

Les expériences en régime stationnaire sont réalisées dans les mêmes conditions que l’étude
en déclin du chapitre 4 avec un dispositif proche de celui décrit dans [20, 22] et schématisé sur la
fig. 5.1. La cuve circulaire a pour rayon, R = 11 cm et la profondeur de liquide est h = 2.5 cm.
Les ondes sont générées par un batteur rectangulaire large de 13 cm et haut de 3.5 cm placé à 2
cm du bord. Le batteur est placé à 1 mm du fond, ce qui fait que sa surface immergée est 13 cm
par 2.4 cm. Le forçage consiste en un bruit blanc filtré à basse fréquence, typiquement entre 0.1
et 5 Hz.

La hauteur des vagues η dans le liquide est mesurée au cours du temps par une sonde capaci-
tive située au centre de la cuve. Le signal de hauteur des vagues est mesuré en régime stationnaire
après avoir attendu ≈ 30 s afin que le régime stationnaire s’établisse et est enregistré pendant
une durée de 300 s. Un exemple du signal de hauteur des vagues est montré sur la fig. 5.1.

La vitesse vb de déplacement du batteur ainsi que la force appliquée F par le batteur sont
mesurées, respectivement par un capteur de vitesse fait maison (bobine) et un capteur de force
(FGP 10 daN). Le principe du capteur de vitesse est le suivant : le centre de la bobine est
placé dans l’axe du vibreur et les variations temporelles du flux magnétique issues du vibreur
engendrent dans la bobine un courant induit dont l’intensité est proportionnelle à la vitesse du
vibreur. Ce capteur est étalonné pour des mouvements sinusoidaux à l’aide d’un accéléromètre
(BK 4393). La puissance injectée dans le système est ainsi mesurée : I = F · vb. Notons qu’il est
nécessaire de corriger l’inertie du batteur, alors I = F ·vb−ma, avecm = 47 g la masse du batteur
et a l’accélération du batteur a = dvb

dt [20, 22]. La valeur moyenne sur le temps de l’expérience
de la puissance injectée ⟨I⟩ donne une mesure de l’amplitude de forçage. Des mesures pour
des forçages croissants sont effectuées. Il est utile pour la suite de définir la puissance moyenne
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Fluide ρ (kg/m3) ν (m2/s) γ (mN/m) fgc (Hz)
Mercure 13 600 1.1×10−7 400 17
Eau 1 000 10−6 73 14
20% GW 1 020 2×10−6 70 13.5
30% GW 1 050 3×10−6 70 14
50% GW 1 120 5×10−6 68 14
Huile silicone V5 1 000 5×10−6 20 18.5
Huile silicone V10 1 000 10−5 20 18.5

Table 5.1 – Propriétés physique du liquide : masse volumique, ρ, viscosité cinématique, ν,
tension de surface, γ [97]. Fréquence de transition gravito-capillaire fgc, donnée par l’eq. (1.11).

injectée par unité de densité ρ et par unité de surface du bassin S = πR2,

ϵI =
⟨I⟩
ρS

, (5.1)

dont l’unité [L3T−3] est la même que le flux d’énergie moyen théorique ϵ.
Les propriétés physiques des différents liquides utilisés sont résumées tableau 5.1. Le mercure

provient de Ophram, l’eau utilisée est de l’eau distillée, et les huiles silicones et le glycérol pur
proviennent de Sigma-Aldrich. Les mélanges eau-glycérol sont réalisés avant chaque expérience
pour s’assurer que la concentration en glycérol est fiable et pour éviter l’évaporation. La viscosité
cinématique varie ainsi d’un facteur 100 entre ces différents fluides. Remarquons que pour chaque
fluide un étalonnage de la sonde capacitive est nécessaire, la sensibilité du capteur changeant avec
la modification de la constante diélectrique du liquide. Dans tous les cas une dépendance linéaire
entre la tension issue de la sonde et la hauteur d’immersion est bien vérifiée. Les résultats dans
l’huile silicone sont beaucoup plus bruités du fait de la plus faible résolution du capteur, le bruit
de la mesure a été soustrait pour gagner en résolution.

L’ensemble de ces liquides ont des propriétés similaires en dehors de la viscosité, notamment
du fait des faibles variations du rapport γ/ρ entre les différents liquides, la transition gravito-
capillaire (eq. (1.11)) est peu changée. Ainsi il vient théoriquement pour l’eau et les mélanges
eau glycérol fgc ≈ 14 Hz et pour le mercure et les huiles silicone fgc ≈ 17− 18 Hz. Les longueurs
d’ondes de propagation linéaires aux échelles accessibles dans l’expérience (λ < 10 cm) dans
ces différents liquides se font donc à des fréquences tout à fait comparables et la principale
différence attendue sera leur amortissement par viscosité. Ce protocole permet donc bien de
sonder l’influence de la dissipation sur les régimes de turbulence d’ondes gravito-capillaires. Le
régime capillaire sera observé sur environ une décade en fréquence pour l’ensemble de ces fluides.

5.3 Régime de turbulence d’ondes

5.3.1 Phénoménologie de la cascade directe capillaire

Nous allons tout d’abord décrire les régimes de turbulence d’ondes observés à la surface de
liquides de différentes viscosités et mettre en évidence un raidissement des lois de puissance
turbulentes observées lorsque la dissipation des ondes augmente.
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Figure 5.2 – Sη(f) à faible viscosité, la puissance injectée augmente de bas en haut. Pointillé :
loi de puissance ajustée. La loi d’échelle du spectre capillaire est en bon accord avec la théorie,
Sη ∼ f−2.8. La loi d’échelle du spectre des ondes de gravité est plus raide (Sη ∼ f−4.7 pour le
mercure, Sη ∼ f−5.4 pour l’eau) que le spectre théorique ∼ f−4.

Description des spectres de puissance de la hauteur des vagues

Les figures 5.2 et 5.3 montrent l’ensemble des spectres de puissance de la hauteur des vagues
Sη(f) en fonction de la fréquence, pour chaque liquide et donc chaque viscosité et différentes am-
plitudes de forçage. Sur chaque figure, les lignes en pointillé correspondent aux lois de puissance
ajustées. L’amplitude de forçage et donc la puissance moyenne injectée augmente de bas vers le
haut sur chaque courbe. Rappelons les spectres théoriques de la turbulence d’ondes, Sη ∼ f−4

en régime d’ondes de gravité et Sη ∼ f−17/6 en régime capillaire.
Les figures 5.2 (a) et (b) correspondent aux viscosité les plus faibles ((a) mercure, ν = 10−7

m2/s et (b) eau, ν = 10−6 m2/s) et présentent des résultats similaires à ceux obtenus dans une
cuve carrée [20]. Deux régimes en loi de puissance sont observés, le premier dans le domaine
des ondes de gravité (f . fgc) et le second dans le domaine des ondes capillaires (fgc . f .
fd ≈ 120 Hz). La transition entre les deux régimes est bien observée autour de la fréquence de
transition gravito-capillaire prédite. Le spectre des ondes de gravité est trouvé en Sg

η ∼ f−β , avec
β ∈ [4.5 : 5.5] plus raide que le spectre théorique et dépendant de la puissance injectée. Les lois
de puissance en régime de cascade directe de gravité seront discutées plus en détail au chap. 8.
Dans le régime des ondes capillaires, Sη ∼ f−α, avec α = 2.8± 0.2 indépendant de la puissance
injectée à suffisamment haut forçage, en bon accord avec la théorie de turbulence faible. La pente
du spectre capillaire α apparait constante lorsque la puissance injectée est augmentée (fig. 5.5).
Enfin, à haute fréquence (f > 120 Hz) un régime dissipatif de forme exponentielle est observé.
Ces résultats sont similaires à [20].

Lorsque la viscosité est augmentée à ν = 2 10−6 m2/s (mélange eau-glycérol 20%, fig. 5.3
(a)), les deux régimes distincts séparés par fgc sont toujours observés mais il n’est plus possible
de définir une loi de puissance dans le régime des ondes de gravité. Le spectre à basse fréquence
(f . fgc) est composé d’une série de pics. Une loi de puissance est observée dans la gamme de
fréquence des ondes capillaires Sη ∼ f−α, avec un exposant environ constant pour les différentes
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amplitudes de forçage avec α ≈ 3.6± 0.2, plus élevé que l’exposant trouvé à faible viscosité.
Lorsque la viscosité augmente encore, le comportement du régime capillaire en fonction de

la puissance injectée change fortement : le spectre capillaire forme toujours une loi de puissance
mais la pente du spectre est trouvée dépendre du forçage et est de plus en plus raide à mesure que
la puissance injectée diminue. Ceci est visible pour ν = 3 10−6 m2/s (mélange eau-glycérol 30%,
fig. 5.3 (b)) tout d’abord. Cet effet est toujours observé à mesure que la viscosité augmente,
ν = 4, 5, et 10 10−6 m2/s, resp. fig. 5.3 (c,d-e, et f). Notons que cette phénoménologie est
indépendante de la nature du fluide puisque les résultats sont similaires dans le cas d’une huile
silicone et d’un mélange eau-glycérol de même viscosité (ν = 5 10−6 m2/s, fig. 5.3 (d) mélange
eau-glycérol et (e) huile silicone). Dans le régime des ondes de gravité, une série de pics est
observée dans tous ces cas, la transition entre régimes capillaire et de gravité se faisant toujours
autour de fgc. Notons également que la zone dissipative de forme exponentielle à haute fréquence
n’est plus observée, le spectre rejoint le niveau de bruit directement. Ce manque de résolution
des hautes fréquences peut s’expliquer par la baisse de sensibilité du capteur capacitif lorsque
la concentration en glycérol augmente (liée à la baisse de la constante dielectrique) et à la plus
faible sensibilité du capteur capacitif dans les huiles silicone.

Influence de la viscosité sur les lois d’échelle turbulente

Lorsque la viscosité augmente, le régime en loi de puissance des ondes de gravité est changé
au profit d’une série de pics. Dans le régime des ondes capillaires, il est possible d’ajuster une loi
expérimentale Sη ∼ f−α sur l’ensemble des courbes fig. 5.2 et 5.3.

La figure 5.4 montre Sη(f) pour différentes viscosités, à puissance moyenne injectée com-
parable ϵI ≈ 5 10−5 m3s−3. Dans l’eau et le mercure, comme décrit précédemment, deux lois
de puissance sont observées, dans le régime des ondes de gravité Sη(f) ∼ f−5±0.5 et dans le
régime capillaire Sη(f) ∼ f−2.8. Ceci confirme le fait que à faible viscosité, la loi de puissance en
fréquence théorique est bien respectée pour les ondes capillaires. Lorsque la viscosité augmente
les spectres sont toujours en loi de puissance aux échelles capillaires, Sη(f) ∼ f−α, avec un fort
raidissement des spectres lorsque la viscosité augmente, α passant de 2.8 (ν < 1 10−6 m2 s−1) à
4.1 pour ν = 5 10−6 m2 s−1.

La figure 5.5a montre l’évolution de α en fonction de ϵI = ⟨I⟩/(ρS), afin de ne pas considérer
les effets d’inertie et de ramener la puissance par unité de surface du bassin. A faible viscosité
(⋆ : ν = 10−7 m2/s et ⋄ : ν = 10−6 m2/s), le coefficient de la pente capillaire est indépendant de
la puissance injectée et est en bon accord avec la valeur théorique (indiquée en pointillé rouge)
αth = 17/6. A plus haute viscosité, une forte dépendance de α en fonction de la puissance injectée
est observée avec α allant de 6 à 4 environ et la valeur de α se stabilise à une valeur constante
pour des fortes valeurs de ϵI . Cette valeur seuil augmente lorsque la viscosité est augmentée. Le
comportement est similaire dans le cas de l’huile silicone et du mélange eau glycérol à même
viscosité (ν = 5 10−6 m2/s : ◦ et �). La figure 5.5b résume ce résultat en montrant l’évolution
de la valeur seuil de α à haut ϵI en fonction de la viscosité cinématique. A partir d’une certaine
valeur de la viscosité, l’exposant devient plus grand que l’exposant théorique. L’augmentation
de la viscosité serait donc responsable d’un raidissement du spectre, la pente du spectre passant
de α = 2.8 à 4.3 environ et finalement cet effet semble atteindre une saturation aux plus hautes
viscosités sondées ici.
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Figure 5.3 – Sη(f) à fortes viscosités. La puissance injectée augmente de bas en haut. Pointillé :
loi de puissance ajustée. Un raidissement des spectres capillaires est observé lorsque la viscosité
augmente. Le régime des ondes de gravité est formé de pics et non plus d’une loi de puissance.
Le spectre de bruit a été soustrait sur les fig. (e) et (f).
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Figure 5.5 – (a) α en fonction de ϵI pour les différents liquides. Pour ϵI > 3 10−5 m3s−3 une
valeur seuil de α est atteinte pour chaque liquide. Les valeurs des viscosités cinématiques sont
indiquées sur la figure en m2/s. (b) Valeur seuil de α en fonction de la viscosité cinématique.
Pour ν > 10−6 m2/s, l’exposant devient plus grand que l’exposant théorique.
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Figure 5.6 – (a) ⟨I⟩/ρ en fonction de σ2vb pour les différents liquides. Chaque ligne pointillé est
une loi linéaire. (b) ⟨I⟩/(ρ(µ)1/2) en fonction de σ2vb, avec µ la viscosité dynamique. En pointillé
une droite de pente 1.

5.3.2 Puissance injectée et puissance dissipée par les ondes

Nous allons maintenant nous intéresser aux aspects énergétiques du problème. Le lien entre
la puissance moyenne injectée aux batteurs dans le fluide ⟨I⟩ et la puissance dissipée par les
ondes de surface va permettre de quantifier la part d’énergie cascadant à travers les échelles et
de mettre en évidence l’importance de l’existence de dissipation à toutes les échelles.

Puissance injectée

Nous étudions tout d’abord les liens entre la puissance moyenne injectée par les batteurs ⟨I⟩,
le déplacement efficace (rms) du vibreur σvb et la valeur efficace (rms) de hauteur des vagues ση
mesurée par le capteur capacitif dans les différents liquides. Ces résultats sont comparés à ceux
obtenus précédemment dans une cuve carrée à faible viscosité [20, 22].

L’influence de la viscosité sur la dépendance de ⟨I⟩ avec σvb est tout d’abord discutée. Il a été
montré précédemment expérimentalement que ⟨I⟩ ∼ ρσ2vb [20, 22]. La figure 5.6 (a) montre ⟨I⟩/ρ
en fonction de σ2vb pour les différents liquides étudiés. Nous retrouvons bien une dépendance
linéaire et observons un effet de la viscosité : plus la viscosité est importante, et plus le batteur
doit être piloté avec une vitesse élevée pour injecter une puissance équivalente. Ce résultat est
tout à fait cohérent avec l’augmentation des frottements lorsque la viscosité augmente. Les traits
pointillés correspondent à la loi linéaire ajustée dans chaque cas. Le coefficient d’ajustement c
de la loi ⟨I⟩/ρ = cσ2vb augmente lorsque la viscosité augmente (à l’exception du cas GW 20%).
La figure 5.6 (b) montre que tracer ⟨I⟩

ρµ1/2 en fonction de σ2vb permet de remettre toutes les

courbes sur une courbe maitresse, avec µ = νρ la viscosité dynamique. La dépendance en ν1/2

est tout à fait cohérente avec la dépendance en viscosité des termes de dissipation (bords, fonds,
film inextensible) identifiés comme prépondérants (cf. chap. 4). Notons que ce résultat ne nous
indique pas quelle part de la puissance injectée est transmise aux ondes mais que le batteur,
immergé dans le liquide, subit des frottements visqueux.
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Figure 5.7 – ϵI = ⟨I⟩
ρS en fonction de σ2η, pour les différents liquides. En pointillé une droite de

pente 1.

Nous observons aussi ⟨I⟩/ρ ∼ σ2η, comme montré sur la fig. 5.7. Une partie de la puissance
est donc injectée dans les ondes de gravité dont l’énergie est ∼ η2 (eq. (1.47)). Cette dépendance
semble être indépendante de la viscosité malgré un étalement des courbes relativement important,
sans doute attribuable aux incertitudes expérimentales. Les courbes présentées sur les fig. 5.6 et
5.7 montrent donc que les frottements au niveau du batteur sont responsables d’une dépendance
de la puissance injectée moyenne avec la viscosité du fluide, mais que le lien entre puissance
injectée et valeur efficace des vagues ne dépend pas de la viscosité. Ainsi, à priori, une valeur de
la puissance injectée ϵI est directement associée à une valeur typique de la hauteur des vagues
ση, et donc à une valeur typique de non linéarité des ondes de gravité.

Puissance dissipée par les ondes

Nous allons maintenant chercher à déterminer la part d’énergie dissipée de façon linéaire par
les ondes de surface, c’est-à-dire dissipée par les mécanismes d’amortissement visqueux en couche
limite décrits théoriquement dans le chapitre 1 et identifiés comme prépondérants lors de l’étude
du déclin chapitre 4.

L’énergie des ondes, normalisée par unité de surface et de densité, s’écrit, d’après les eq.
(1.54) et (1.55), pour les ondes de gravité Eg = gη2 et pour des ondes capillaires harmoniques
Ec = γ

ρk
2η2, avec k2 due à au terme de courbure de l’interface. Les termes d’énergie ont été

multipliés par 2 par rapport aux eq. (1.54) et (1.55) du chap. 1, pour tenir compte de l’énergie
cinétique des ondes, non mesurée expérimentalement. Le spectre d’énergie des vagues en fréquence
Ef (f) peut alors être déduit du spectre de puissance de hauteur des vagues Sη(f), par les eq.
(1.64) :

Eg
f (f) = gSη(f), pour les ondes de gravité, (5.2)

Ec
f (f) =

γ

ρ
k2Sη(f), pour les ondes capillaires. (5.3)

Ainsi la puissance dissipée par les ondes à toutes les échelles, par unité de surface et par unité
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Figure 5.8 – (a) D en fonction de ϵI pour différents liquides. Les traits en pointillé correspondent
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de densité, peut être calculée à partir du spectre d’énergie :

D =

∫
Ef (f)Γ(f)df, (5.4)

avec Γ = 1/T = ω(δS+δB+δW ) le taux total de dissipation des ondes donné par l’ eq. (1.45). Les
bornes d’intégration sont données par les limites de mesure (temps et fréquence d’acquisition) et
par la transition gravito-capillaire, ainsi il vient, respectivement pour les ondes de gravité et de
capillarité :

Dg =

∫ fgc

fT

gSη(f)Γ(f)df, (5.5)

Dc =

∫ fs/2

fgc

γ

ρ
k2Sη(f)Γ(f)df, (5.6)

avec fT = 1/T la plus basse fréquence résolue (T = 300 s le temps de mesure), fgc la fréquence
de transition gravito-capillaire (eq. 1.11), et fs la fréquence d’échantillonnage (fs = 1000 Hz).
La puissance totale dissipée par les ondes est la somme de ces deux termes D = Dc +Dg. Ainsi,
si toute l’énergie injectée dans le système va dans les ondes, et que toute l’énergie est dissipée
linéairement par les ondes, nous devrions avoir le bilan de puissance

ϵI ≡ ⟨I⟩
ρS

= D = Dg +Dc, (5.7)

Insistons encore sur le fait que ϵI , D,Dc, Dg ont par construction la dimension [L3T−3], c’est-
à-dire celle du flux moyen d’énergie ϵ cascadant à travers les échelles définies par la théorie de
turbulence d’ondes.
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Figure 5.9 – (a-b) Termes D (◦), Dc (◦) et Dg (◦) en fonction de ϵI , dans le cas du mercure (a)
et du mélange eau-glycérol 50% (b). La majorité de la puissance dissipée par les ondes l’est par
les ondes de gravité. Le mercure a jusqu’à 35% de sa puissance dissipée dans les ondes capillaires
alors que ce terme ne dépasse pas les 15 % dans les mélanges eau-glycérol.

La figure 5.8a montre la puissance totale dissipée linéairement D pour les expériences à
différentes viscosités, en fonction de ϵI , avec la viscosité qui augmente de bas en haut.D augmente
linéairement avec ϵI , selon D = p(ν)ϵI , avec p(ν) un coefficient dépendant de façon croissante
de la viscosité et qui donne la proportion de la puissance dissipée linéairement par les ondes.
La figure 5.8b montre l’évolution du coefficient de proportionnalité p (ramené en %) avec ν
(principal) et une loi p ∼ ν1/2 est compatible avec nos mesures, en accord avec la définition
du terme de dissipation D ∼ Γ ∼ ν1/2. En insert est représenté D/(ν1/2) en fonction de ϵI et
témoigne d’un rapprochement des courbes.

La figure 5.8 montre donc une proportionnalité entre la puissance injectée et la puissance
dissipée dans les ondes. Cependant, une part assez faible part de la puissance injectée est dissipée
linéairement par les ondes, puisque le pourcentage p = D/ϵI est, dans le cas du mercure, de
environ 4%, va de 5% à 13% dans les mélanges eau-glycérol lorsque la viscosité augmente, et
atteint 20% dans l’huile silicone avec une viscosité de 10 fois plus forte que celle de l’eau. Les
mécanismes possibles pour expliquer la part d’énergie manquante seront discutés § 5.4.

Les parts d’énergie dissipée par les ondes capillaires et de gravité sont illustrées sur la fig.
5.9. Les figures 5.9a et 5.9b montrent de haut en bas D, Dg et Dc respectivement dans le cas
du mercure (a) et dans le cas du mélange glycérol-eau à 50% (b). La puissance dissipée par les
ondes de gravité est très supérieure à la puissance dissipée par les ondes capillaires dans les deux
cas. De plus, Dg est environ linéaire avec ϵI alors que Dc semble tendre vers une dépendance
Dc ∼ ϵ2I (indiqué en pointillé rouge).

Le calcul des rapports Dg/D et Dc/D en fonction de ϵI pour tous les liquides montre qu’entre
95% et 85% de la puissance dissipée par les ondes l’est par les ondes de gravité pour l’eau et
les mélanges eau-glycérol (comme illustré sur la fig. 5.9b), et entre 85 et 65 % dans le cas du
mercure (fig. 5.9a).
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Figure 5.10 – Spectre de puissance dissipée Dη(f). (a) Mercure. (b) GW 50%. Principal : - :
spectre de dissipation totale Dη(f) ; - : spectre de dissipation des ondes de gravité Dg

η(f) ; - :
spectre de dissipation des ondes capillaires Dc

η(f) ; −− :Dc
η ∼ f−1/3. Insert : pour rappel, Sη(f),

avec la pente capillaire ajusté indiqué, 2.8 pour le mercure et 4.1 pour le mélange eau-glycérol
50%.

Spectre de puissance dissipée des ondes

Il est également instructif de s’intéresser à la forme du spectre de puissance dissipée, qui
permet de quantifier la répartition spectrale de la puissance dissipée par les ondes. Selon les
hypothèses de la turbulence faible, l’amplitude de ce spectre devrait être nulle à grande échelle et
devenir importante à la fin de la zone inertielle. Nous avons déjà discuté au chapitre 4 l’existence
de dissipation aux échelles de forçage et savons d’ores et déjà que cette hypothèse n’est pas
respectée. Le spectre de puissance dissipée Dη(f) par l’ensemble des vagues s’écrit :

Dη(f) = Ef (f)Γ(f), (5.8)

avec Ef (f) l’énergie des vagues dans l’espace de Fourier temporel. Dη(f) se décompose alors en
spectre de puissance dissipée par les ondes de gravité et de capillarité Dη(f) = Dg

η(f) +Dc
η(f)

avec :

Dg
η(f) =gSη(f)Γ(f), (5.9)

Dc
η(f) =

γ

ρ
k2Sη(f)Γ(f). (5.10)

La figure 5.10 montre Dη (bleu), Dg
η (noir) et Dc

η (rouge) pour le mercure (a) et pour le mélange
eau-glycérol 50% (b). Dans les deux cas, la puissance dissipée est maximale aux échelles de
forçage, à basse fréquence, et témoigne de l’importance de la dissipation à grande échelle. Le
spectre de puissance dissipée pour les ondes de gravité décline ensuite fortement avec la fréquence.
La forme du spectre de dissipation capillaire Dc

η(f) est très différente entre le mercure et le
mélange eau glycérol. Dans le cas du mercure, où une cascade capillaire est bien définie en accord
avec la théorie de turbulence d’ondes, l’amplitude de Dc

η reste importante à toutes les fréquences
de la cascade capillaire (fgc . f . fd ≈ 120 Hz, cas du mercure). L’amplitude de Dc

η présente une
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légère remontée à la fin de la cascade capillaire au début de la partie dissipative (fd ≈ 120 Hz).
A plus haute fréquence dans la partie dissipative, Dc

η la dissipation chute fortement, indiquant la
fin de la cascade capillaire (la quasi totalité de l’énergie est d’ores et déjà dissipée). Dans le cas
du mélange eau-glycérol, de l’énergie est également dissipée à toutes les fréquences. Cependant
la puissance dissipée par les capillaires dépend beaucoup plus fortement de f , conséquence du
spectre de hauteur capillaire plus raide.

Il est possible de déterminer la forme théorique du spectre de dissipation capillaire, à partir
du spectre de Kolmogorov-Zakharov Sη ∼ f−17/6 et du taux de dissipation théorique Γ ∼ f1/2k
(eq. (1.45)). Alors en utilisant la relation de dispersion des ondes capillaires ω2 ∼ k3, il vient
Dc

η ∼ SηΓ ∼ f−1/3. Il est intéressant de remarquer que la puissance dissipée dans les ondes
capillaires est quasi-constante dans le régime inertiel de la cascade capillaire (fgc < f < fd), et
la dépendance de Dc

η avec f est donc relativement proche de la dépendance Dc
η ∼ f−1/3. Cette

relation n’est en revanche pas du tout suivie dans le cas du mélange eau-glycérol du fait du fort
écart à la théorie observée pour le spectre de hauteur des vagues.

Conclusion sur l’existence de dissipation à toutes les échelles

Nous avons montré que seule une partie de l’énergie injectée par les batteurs est dissipée
linéairement dans les ondes, ainsi le bilan de puissance ϵI = D (eq. 5.7) n’est pas vérifié. L’autre
partie de la puissance injectée est soit dissipée en volume, soit dissipée non linéairement par les
ondes. Les mécanismes de dissipation non linéaire possibles, non pris en compte dans le calcul de
puissance dissipée présenté ici, peuvent être le déferlement d’ondes de gravité [87, 88, 89, 90, 91],
ou encore la génération d’ondes capillaires sur le front d’ondes de gravité [92, 93, 94, 95].

Ensuite, la part de puissance dissipée par les ondes l’est majoritairement par les ondes de
gravité. Une petite fraction de cette énergie injectée est alors transférée aux ondes capillaires.
Ainsi la cascade capillaire est nourrie par une faible partie de l’énergie contenue dans les ondes
de gravité, comme nous l’avions discuté lors de l’étude du déclin, chapitre 4. Un autre résultat
important est que la puissance dissipée par les ondes de gravité est proportionnelle à la puissance
injectée (Dg

η ∼ ϵI) tandis que la puissance dissipée par les ondes capillaires dépend de manière
non linéaire de ϵI . L’énergie cascadant à travers les échelles capillaires n’est sans doute pas
proportionnelle à la puissance moyenne injectée et nous allons maintenant discuter ce point.

5.3.3 Estimation du flux d’énergie et de la constante de Kolmogorov-Zakharov

La théorie de la turbulence d’ondes donne pour la cascade directe des ondes capillaires le
spectre de Kolmogorov-Zakharov :

Sη(f) = CKZϵ1/2
(
γ

ρ

)1/6

f−17/6, (5.11)

avec ϵ le flux d’énergie moyen, et CKZ la constante sans dimension de Kolmogorov-Zakharov.
Cette constante a été calculée théoriquement et estimée numériquement [96]. Nous allons discuter
les estimations possibles de ϵ par les différentes quantités énergétiques définies précédemment,
dans le cas des expériences à faible viscosité, où la loi d’échelle en fréquence est en bon accord
avec la théorie. Deux normalisations de Sη sont illustrées sur la fig. 5.12.

Le flux d’énergie peut être estimé par la puissance moyenne injectée, ϵ ≡ ϵI , comme proposé
précédemment [20, 23]. Estimer le flux d’énergie moyen par ϵ ≡ ϵI suggère que toute l’énergie
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Figure 5.11 – Principal : Estimation du flux d’énergie dans la cascade capillaire ϵ(f∗) =∫ fs/2
f∗ Dc

ηdf . −·− : bornes de la cascade capillaire, fgc et fd. −− scénario théorique : flux constant

dans la zone inertielle et dissipation localisée en fd. Insert : • : ϵ∗ = (
∫ fd
fgc
ϵ(f)df)/(fd − fgc) en

fonction de Dc avec un ajustement linéaire (−−). � : ϵ(fgc) = Dc, � : ϵ(fd).

injectée est transférée aux échelles capillaires sans dissipation et est intégralement dissipée à la fin
du régime de turbulence d’ondes capillaires. Les différents spectres Sη(f) obtenus pour différentes
amplitudes de forçage (cf. fig. 5.2) sont normalisés par ϵ ≡ ϵI (fig. 5.12 gauche). La dépendance
expérimentale Sη ∼ ϵ1I est alors en désaccord avec la turbulence faible comme dans [20, 23]. Ce
désaccord peut provenir de la dissipation à toute les échelles observées ici (fig. 5.10). De plus
nous avons vu que la puissance dissipée par les ondes capillaires évolue non linéairement avec
la puissance moyenne injectée (fig. 5.9). Ces éléments montrent que l’hypothèse dimensionnelle
ϵ ∼ ϵI n’est pas valable.

Nous allons maintenant évaluer le flux d’énergie à travers les échelles capillaires à partir de la
puissance dissipée par les ondes capillaires. La puissance totale dissipée par les ondes capillaires
est définie par l’intégrale du spectre de puissance dissipée sur l’ensemble des fréquences capillaires
Dc =

∫ fs/2
fgc

Dc
η(f)df . Cette quantité intègre donc à la fois l’énergie de la cascade capillaire et

l’énergie contenue dans la partie dissipative du spectre. Prendre ϵ ≡ Dc mènerait donc à une
surestimation du flux d’énergie dans la cascade capillaire.

A partir du bilan d’énergie à une échelle donnée dans l’espace de Fourier temporel (en l’ab-
sence de forçage) ∂E

∂t = ∂ϵ
∂f (cf. eq. 2.12), le flux d’énergie ϵ(f) à une fréquence donnée s’écrit

ϵ(f∗) =

∫ fs/2

f∗
Dc

η(f)df. (5.12)

La figure 5.11 montre ϵ(f) dans la gamme des fréquences capillaires, pour les mesures dans le
mercure, l’amplitude de forçage croit de bas en haut (les données sont celles de la fig. 5.12).
Le flux d’énergie décroit avec la fréquence, montrant que de l’énergie est dissipée à toutes les
fréquences. Nous sommes donc très loin des hypothèses de la turbulence faible où la dissipation
est uniquement localisée au bout de la cascade, le flux étant constant dans la zone inertielle
jusqu’à l’échelle dissipative et décroit ensuite brutalement. Un tel scénario est illustré sur la fig.
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5.11 en pointillé. Remarquons que la dépendance du flux d’énergie en fonction de la fréquence
(fig. 5.11) obtenue ici est semblable à des résultats obtenus lors de simulations de turbulence
d’ondes de flexion en présence de dissipation à toutes les échelles [43].

Afin d’estimer le flux d’énergie au sein de la cascade capillaire, la moyenne du flux dans la
zone inertielle capillaire est calculée :

ϵ∗ =

∫ fd
fgc
ϵ(f)df

fd − fgc
, (5.13)

et les valeurs ainsi obtenues sont indiquées sur la fig. 5.11 (•). ces valeurs correspondent à ϵ(f)
à environ 80 Hz, soit quasiment au milieu de la zone inertielle. L’insert de la figure 5.11 montre
ϵ∗ en fonction de Dc et une dépendance linéaire est observée. Les lois d’échelle en ϵ∗ ou en Dc

seront donc les mêmes. Remarquons également que nous aurions pu choisir la valeur à la fin
de la cascade ϵ(fd) et cela n’aurait pas non plus changé les lois d’échelle, ϵ(fd) étant également
proportionnelle à Dc. Cette définition de ϵ∗ nous donne une estimation du flux d’énergie moyen
à travers la cascade capillaire.

La figure 5.12 (gauche) montre finalement que la loi d’échelle Sη/(ϵ∗)1/2 permet de mettre
les courbes à différentes puissances injectées sur une même courbe de manière satisfaisante.

Ainsi, les dépendances, en fréquence f et en flux d’énergie ϵ∗ dans la cascade capillaire
sont celles attendues théoriquement (eq. (5.11)). Il est alors possible d’évaluer la constante de
Kolmogorov-Zakharov expérimentalement. A partir de ϵ ≡ ϵ∗, nous obtenons CKZ ≈ 0.01. Le

spectre théorique Sη(f) = CKZϵ∗1/2
(
γ
ρ

)1/6
f−17/6 avec cette valeur de la constante de K-Z est

indiqué par la ligne pointillée sur la fig. 5.12 (droite) de la zone capillaire.
Cette constante a été calculée dans [96], avec CKZ = 4π

3 C
KZ
nk

(2π)−17/6, le lien entre la
constante définie ici et CKZ

nk
la constante définie par Pushkarev sur le spectre d’action nk, le
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facteur (2π)−17/6 transforme la fréquence en sa grandeur canonique ω = 2πf , et le pré-facteur
4π
3 vient du passage de nk à Sη(f). La valeur obtenue théoriquement par Pushkarev est Cth

nk
= 9.85

et celle dans les simulations hamiltoniennes Cn
nk

≈ 1.7. Le désaccord entre les simulations et la
théorie est justifié par une zone inertielle trop petite et l’influence de la dissipation numérique
[96].

Les expériences dans le mercure présentées ici nous donne CKZ ≈ 0.01, soit CKZ
nk

≈ 0.5, qui
se trouve de l’ordre de grandeur de la valeur numérique trouvée par Pushkarev. Cette valeur
apparait donc raisonnable étant donné la présence de dissipation à toutes les échelles et la faible
zone inertielle des expériences.

Pour conclure, l’estimation de la puissance dissipée linéairement par les ondes capillaires
permet de comprendre la dépendance Sη ∼ ⟨I⟩ observée dans la littérature et nous proposons
une nouvelle estimation du flux d’énergie moyen à partir de cette puissance dissipée. Le flux
d’énergie est trouvé non constant à travers les échelles, témoignage de la dissipation à toutes les
fréquences. Un flux moyen est cependant défini et cette analyse permet d’évaluer la constante de
Kolmogorov-Zakharov expérimentalement. La valeur obtenue est cohérente avec les valeurs de
référence, étant donné les écarts entre la situation théorique et expérimentale et les différentes
approximations utilisées dans l’estimation du flux d’énergie.

5.4 Discussion

Nous avons discuté dans les chapitres 4 et 5 différentes propriétés de la turbulence d’ondes
gravito-capillaires. Le principal résultat est l’existence de dissipation à toutes les échelles qui
rend la définition d’une zone inertielle et d’un flux moyen à travers les échelles compliquée.

Nos expériences mettent en évidence l’influence de la dissipation sur les régimes expérimen-
taux de turbulence d’ondes. A faible viscosité, le régime capillaire expérimental est en accord avec
la théorie en ce qui concerne l’exposant de la loi d’échelle en fréquence du spectre de puissance
de la hauteur des vagues. Lorsque la dissipation devient trop importante, un régime turbulent
est toujours observé avec un spectre en loi de puissance mais la pente du spectre apparait plus
raide et dévie de la prédiction théorique. La dissipation apparait donc responsable d’un désaccord
entre les pentes expérimentales et théoriques de spectres. Lorsque la viscosité est importante,
la dissipation devient plus importante à toutes les échelles et l’hypothèse d’une zone inertielle
sans dissipation devient caduque, avec comme conséquence un spectre de puissance plus raide.
Remarquons qu’en augmentant la dissipation, il devient possible de faire varier la pente des
spectres capillaires en fonction de la puissance injectée d’une manière analogue à ce qui observé
pour les spectres de gravité.

En outre l’augmentation de la dissipation a pour conséquence de faire disparaitre le régime
de turbulence d’ondes de gravité observé à basses fréquence au profit d’une série de pics. Ainsi les
temps d’interactions des ondes de gravité sont plus longs que ceux des ondes capillaires puisque la
turbulence d’ondes disparait pour un seuil de dissipation plus faible. Cette observation peut être
comparée au résultat observé lors du déclin de la turbulence d’ondes : le régime de turbulence
d’ondes de gravité disparait beaucoup plus rapidement, i.e pour un seuil d’énergie plus faible
que le régime de turbulence d’ondes capillaires. Ces deux observations peuvent être synthétisées
par le rapport entre temps non linéaire τnl qui dépend de l’intensité des non-linéarités et donc
de la puissance injectée, et le temps dissipatif τd = T qui dépend lui de la viscosité. En effet la
théorie de turbulence faible n’est plus valable lorsque ces temps sont du même ordre de grandeur
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τnl ∼ τd, les interactions n’ayant plus le temps d’avoir lieu avant la dissipation des ondes.
Un scénario global de l’influence de la dissipation peut alors être proposé : lorsque la dis-

sipation est réellement négligeable, le scénario de turbulence faible peut être observé, comme
pour les ondes capillaires à faible viscosité et dans les simulations numériques sans dissipation
en turbulence d’ondes de flexion sur une plaque élastique [39, 43]. Lorsque la dissipation devient
importante à toutes les échelles, la zone inertielle ne peut plus vraiment être définie, cependant
des régimes de types turbulence d’ondes sont toujours observés avec des pentes de spectres plus
raides que celles de la théorie de turbulence faible et une dépendance de la pente du spectre avec
l’intensité des non-linéarités du système. Ce cas est décrit ici pour les ondes capillaires, s’applique
également aux observations pour les ondes de gravité en bassin fermé [20, 27, 28, 25], chap 8,
et a été aussi observé récemment en turbulence d’ondes de plaques [43, 86]. Enfin lorsque la
dissipation devient trop forte, les interactions non linéaires n’ont plus lieu et le spectre apparait
sous forme d’une série de pics avec une certaine largeur fréquentielle.

L’existence de dissipation à grande échelle et le rapport non linéaire entre puissance injectée
et puissance dissipée permet de comprendre un peu mieux les résultats de la turbulence d’ondes
capillaires et de définir un flux d’énergie dont la dépendance avec la cascade directe est en accord
avec la théorie. Ce résultat important lève un paradoxe soulevé par les expériences de [20, 23]
et discuté dans la récente revue de [9]. La confirmation de cette estimation par une mesure
directe reste cependant un défi expérimental de première importance et permettrait également
de confirmer notre première estimation de la constante de Kolmogorov-Zakharov. Etre capable
de fermer le bilan d’énergie est un défi expérimental important, et pourrait être possible par
des mesures conjointes de l’écoulement et de la surface, permettant ainsi d’estimer en plus la
dissipation en volume. Une meilleure compréhension des processus de dissipation non linéaire
dus aux déferlements et à la génération d’ondes capillaires sur le front des ondes de plus grande
longueurs d’ondes apparait également nécessaire. Une fonction spectrale de dissipation turbulente
par le déferlement a récemment été proposée par Melville, à partir de mesures de la statistique
des déferlements en mer et de mesures de laboratoire [87, 88, 89, 90]. En ce qui concerne les ondes
capillaires sur le front des ondes de gravité, des études théoriques, numériques et expérimentales
[92, 93, 95, 94] montrent une forte augmentation des taux de dissipation de l’onde porteuse lors
de l’apparition des ondes capillaires, du fait des échanges non locaux dans l’espace de Fourier,
entre l’onde de gravité porteuse et les ondes capillaires sur le front. qui compense la dissipation
plus rapide des ondes capillaires. De plus, ce processus crée une forte vorticité sous la surface
augmentant la dissipation dans la couche limite.

L’inclusion de ce type de processus (structure cohérente, dissipation non linéaire) dans une
théorie de la turbulence d’ondes généralisée est un champ de recherche actif [9, 12, 59, 60, 65, 98,
99], ouvert et nécessaire dans l’objectif d’une application à des problèmes naturels complexes.
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6.1 Contexte

Une autre manière de tester les hypothèses de la turbulence d’ondes est la réalisation de
simulations numériques. Les ondes de gravité ont reçu beaucoup d’attention du fait de leur
importance en océanographie et de nombreuses simulations à partir de théorie potentielle des
ondes ont été réalisées [5, 100, 101, 102]. Les études numériques de turbulence d’ondes sont
moins nombreuses et ont utilisées deux approches : des simulations directes des équations d’Euler
[78] réalisées afin d’étudier le déclin du spectre de Kolmogorov-Zakarhov des ondes de gravité,
ou des simulations basées sur une formalisation hamiltonienne des ondes [37] afin de simuler
la turbulence d’ondes de gravité en régime stationnaire. Ces travaux ont permis de confirmer
numériquement l’existence des solutions stationnaires ainsi que le scénario de déclin auto-similaire
en temps dans le cas des ondes de gravité. L’approche hamiltonienne a ensuite été étendue et a
permis la caractérisation de la cascade inverse d’ondes de gravité, sa croissance, et son régime
stationnaire [38] et l’observation simultanée de la cascade inverse d’action d’ondes et de la cascade
directe d’énergie [42, 103].

La turbulence d’ondes capillaires en régime stationnaire a été étudiée numériquement par des
simulations de l’équation cinétique [75] et par une approche hamiltonienne [36, 96]. La simulation
directe de la turbulence d’ondes capillaires à partir des équations de Navier-Stokes en trois
dimensions et incluant la tension de surface n’a, à notre connaissance, jamais été réalisée du fait
des difficultés techniques inhérentes à la nature de la force de tension de surface [104]. Une telle
étude est présentée dans cette thèse à partir du code Gerris 1, disponible en OpenSource. Ce code
permet en effet la résolution des équations de Navier-Stokes multi-phasiques, a l’avantage d’être
très modulable et a été largement utilisé pour l’étude de problèmes complexes impliquant des
forces de tension de surface telles que la dynamique de gouttes et leurs impacts, l’atomisation
[105, 106, 107] et les ondes de surface [105, 95] 2.

Les simulations de turbulence d’ondes présentes dans la littérature sont principalement le fruit
d’une approche hamiltonienne de la dynamique, que ce soit pour les ondes capillaires [36, 96] ou
de gravité [37, 38, 42, 103]. Le principe est le suivant, un écoulement potentiel à surface libre
sans viscosité est considéré et peut ainsi être écrit sous le formalisme hamiltonien. L’hamiltonien
est décomposé en un terme d’énergie potentielle (terme de gravité ou de capillarité) et un terme
d’énergie cinétique. Les équations de Hamilton permettent de retrouver la dynamique linéaire
classique des ondes de surface. Un développement perturbatif de l’hamiltonien en fonction du
paramètre non linéaire des ondes est ensuite effectué. Le premier ordre témoigne des interactions
à trois ondes et l’ordre suivant des interactions à quatre ondes. Les équations dynamiques non li-
néaires du problème sont ainsi obtenues. Dans le cadre des simulations numériques hamiltonienne,
un terme de dissipation peut être facilement ajouté pour régulariser et éviter l’accumulation nu-
mérique d’énergie à haute fréquence. Ces équations peuvent alors être résolues numériquement
et permettent de reproduire la phénoménologie des cascades de turbulence d’ondes. Notons que
cette approche permet de simuler les équations à la base de la dérivation de la turbulence faible
[7] et permettent de rester par construction dans le cadre des ondes faiblement non linéaires.

L’approche consistant à tester la turbulence d’ondes en partant des équations primitives de
la dynamique des fluides, c’est-à-dire les équations de Navier-Stokes (diphasiques) en présence
de tension de surface est beaucoup plus ambitieuse. Elle est rendue possible par l’augmentation

1. http ://gfs.sourceforge.net.
2. mais aussi les milieux granulaires, l’electro-dynamique, les écoulements en eau peu profonde, les ondes

internes ...
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des capacités de calculs et le développement de techniques numériques novatrices permettant
de résoudre la dynamique de l’interface [104]. La réalisation d’une telle expérience numérique
permettrait de tester la théorie de turbulence faible de façon très générale, puisque quasi-aucune
hypothèse n’est considérée. Il sera ensuite possible de sonder différentes hypothèses de la turbu-
lence faible indépendamment les unes des autres, comme l’influence de fortes non-linéarités, de
la viscosité... L’outil numérique permet en outre d’accéder directement à des grandeurs parfois
difficilement mesurables dans les expériences. Par exemple il est immédiat de pouvoir mesurer
conjointement des propriétés de l’écoulement en volume et les propriétés de la surface. Ainsi,
en plus de l’évolution du champ d’ondes dans le temps et dans l’espace, les différentes compo-
santes énergétiques seront évaluées. Les simulations présentées ici concernent les ondes capillaires
mais il sera possible à terme de considérer les ondes de gravité seules puis l’interaction entre les
deux régimes. Finalement, nous pouvons espérer que cette approche permettra, à terme, une
comparaison quantitative avec les expériences de laboratoire.

Nous allons tout d’abord présenter l’expérience numérique et les quantités mesurées au §6.2.
Le code Gerris est introduit brièvement et nous renvoyons le lecteur intéressé par les détails
des schémas numériques aux références [108, 104]. Les différents paramètres de la simulation
des ondes capillaires sont donnés (forçage, paramètres physiques), et la résolution spatiale et
l’utilisation du maillage adaptatif de Gerris dans le cas des vagues est décrite. Cette présentation
est volontairement brève et ne présente que ce qui est nécessaire à la compréhension des résultats
obtenus sur la turbulence d’ondes capillaires, qui seront discutés au §6.3. Ces résultats nous
amèneront à discuter les questions de dispersion et de dissipation numériques liées à la résolution
du maillage de l’interface. La caractérisation de ces erreurs numériques est présentée au §6.4.
Finalement les conclusions et perspectives de ce travail sont discutées au §6.5.

L’observation de la cascade directe des ondes capillaires est détaillée au §6.3. Les ondes
sont forcées à grande échelle dans un coin du bassin numérique initialement au repos. L’énergie
des ondes croît tout d’abord pendant un régime transitoire de l’ordre de quelques périodes des
modes de forçages et atteint ensuite un régime stationnaire où l’énergie fluctue autour d’une
valeur moyenne. La dynamique spatio-temporelle des ondes est analysée grâce au spectre spatio-
temporel de puissance de la hauteur des vagues Sη(k, f). Nous observons que l’énergie est localisée
dans l’espace de Fourier autour de la relation de dispersion linéaire des ondes capillaires, témoi-
gnant de la propagation des ondes. De plus, de l’énergie est observée sur une large gamme de
fréquences, montrant des transferts d’énergie à travers les échelles. Le temps non linéaire est éva-
lué à partir de l’élargissement du spectre spatio-temporel et est trouvé suivre une loi de l’échelle
en bon accord avec la théorie de turbulence faible τnl ∼ k−3/4 (eq. (2.37)). Le spectre de puis-
sance spatial Sη(k) (et temporel Sη(f)) est calculé pendant le régime stationnaire et vérifie une
loi de puissance de l’échelle, en bon accord avec la théorie de la turbulence faible, Sη(k) ∼ k−15/4

(Sη(f) ∼ f−17/6, eq. (2.23)). La cascade d’énergie s’arrête lorsque le temps non linéaire devient
de l’ordre de grandeur du temps de dissipation numérique. La statistique des ondes est trou-
vée gaussienne. Nous présentons ainsi la première simulation numérique directe de turbulence
d’ondes capillaires et un bon accord entre les résultats numériques et théoriques est observé.
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(a) Discrétisation spatiale (b) Maillage adaptatif

Figure 6.1 – (a) Schéma de principe de discrétisation quadtree (adapté de [108]). (b) Exemple
de raffinement adaptatif pour une vague déferlante (Level = 10), adapté de [95]. L’interface est
représentée par la ligne continue noire et est fortement résolue. Le champ de vorticité est en
couleur et le maillage adaptatif sur celui ci permet de bien résoudre les couches limites.

6.2 Expérience numérique

6.2.1 Présentation de Gerris

Gerris est un logiciel libre permettant la résolution des équations multi-phasique de Navier-
Stokes en présence de tension de surface. La dynamique interfaciale est résolue par une méthode
Volume Of Fluid. Gerris présente la particularité (et l’avantage) d’utiliser un maillage adaptatif,
qui permet de ne résoudre que les zones d’intérêts physique et ainsi de limiter au maximum les
coûts de calculs. Les zones nécessitant une forte résolution sont ainsi détectées automatiquement
au cours du temps à partir de critères physiques choisis par l’utilisateur. La discrétisation spatiale
se fait alors sur un principe d’arbre (quadtree en 2D, octree en 3D), comme illustré sur la fig.
6.1. La résolution maximale est donnée par le raffinement maximal Level choisi. Il est ainsi
possible de comparer les résultats obtenus à ceux de la littérature sur une grille fixe de taille
(2Level)D, avec D = 2, 3 la dimension de la simulation. Les critères adaptatifs permettent ensuite
de dégrader automatiquement le maillage. Par exemple, lors de l’étude de l’impact d’une goutte
ou du déferlement d’une vague, il est nécessaire de résoudre fortement les interfaces, les zones
de forte courbure et les zones de forte vorticité [108, 104, 107, 95]. Dans le cas des ondes de
surface, nous choisissons d’adapter sur la vorticité de l’écoulement, les zones présentant un fort
cisaillement auront alors un maillage dense, et les zones où l’écoulement est quasi-potentiel un
maillage faible. Un exemple de cette résolution adaptative en fonction de critères physiques est
illustré sur la fig. 6.1 dans le cas d’une simulation du déferlement d’une onde de gravité : l’interface
et la couche limite sont fortement résolues et le maillage est dégradé dans la profondeur du fluide.

Il est utile de mentionner une remarque technique sur la détermination de l’interface dans
Gerris. La construction des deux phases se fait par une méthode Volume Of Fluid, ainsi les deux
phases sont distinguées par la valeur d’un traceur T (T = 1 dans le liquide et T = 0 dans le gaz)
et l’interface est définie par les points où 0 < T < 1. L’interface réelle est alors reconstruite à
partir des valeurs en concentration de ce traceur T , et une telle reconstruction est illustrée sur
la fig. 6.1 (droite). Bien évidemment, plus le maillage est fin (paramètre Level grand), et plus la
dynamique de l’interface sera résolue précisément.
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Figure 6.2 – Etat initial de la simulation. La phase liquide est en dessous et la phase gazeuse
au dessus. L’interface est le plan horizontal. Le maillage au bord de la boite de simulation est
indiqué : l’interface est résolue au maximum et le maillage est ensuite dégradé en volume.

6.2.2 Simulation d’ondes capillaires

Paramètres physiques

Des simulations numériques d’ondes capillaires en milieu diphasique sont présentées, en ré-
solvant les équations tri-dimensionnelle de Navier Stokes, avec tension de surface et viscosité, à
l’aide du code Gerris [108, 104]. Initialement, le fluide le plus dense (phase liquide, eau) est en
dessous et le moins dense (phase gaz, air) au dessus, comme montré sur la fig. 6.2. L’interface
entre les deux phases est au centre de la boite, initialement au repos, η(x, y) = 0, avec z la
direction verticale et η la position de l’interface. Les propriétés physiques des deux phases sont
les suivantes :

– les densités (masse volumique) de la phase liquide ρl et de la phase gaz ρg sont respective-
ment celles de l’eau et de l’air, ρl = 1000 et ρg = 1 kg m−3 et resteront fixes tout au long
de l’étude.

– les viscosités dynamiques de phase liquide µl et de la phase gaz µg sont respectivement
celles de l’eau et de l’air, µl = 10−3 et µg = 10−5 Pa.s et resteront fixes tout au long de
l’étude.

– La taille de la boite de simulation est fixe, égale à L = 1 m.
– La gravité n’est pas considérée, g = 0.
– la valeur de la tension de surface est celle de l’interface eau-air, γ = 0.07 N/m. La relation

de dispersion linéaire des ondes attendue est alors celle des ondes capillaires, et du fait des
différences de densité ρl ≫ ρg : ω2 = γ

ρk
3.

– Les conditions aux limites sur le fond situé en h = −0.5 m, et sur le plafond en h = 0.5 m
sont des murs rigides. Nous serons ainsi toujours quasiment en conditions d’eau profonde
kh≪ 1 et la dissipation par le fond sera négligeable.

– Les conditions sur les parois latérales sont des conditions aux limites périodiques.
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Forçage des ondes

Nous souhaitons forcer les ondes dans une petite zone de la boite de simulation. Le choix
le plus simple correspond à un forçage harmonique sur l’interface η(x, y, t) et sur le champ de
vitesse v⃗ = ∇ϕ à l’aide d’une solution linéaire de l’équation d’ondes (eq. (1.7,1.8))[1] :

ϕ(x, y, z, t) = −η0
ω

k

cosh k(z + h)

cosh(kh)
ei(k⃗·x⃗−ωt), (6.1)

η(x, t) = η0e
i(k⃗·x⃗−ωt), (6.2)

avec η0 l’amplitude de l’onde qui va nous servir de paramètre d’amplitude de forçage. Un forçage
à grande échelle est choisi, dans l’idée d’observer une cascade directe, autour du mode kp =
2π/(0.4L), et une superposition de cinq modes est alors imposée :

ϕ(x, y, z, t) = Σ(x, y)

4∑
i=0

(
−η0

ωi

ki

cosh ki(z + h)

cosh(kih)

)
cos (k⃗i · x⃗− ωit),

η(x, y, t) = Σ(x, y)
4∑

i=0

η0 cos (k⃗i · x⃗− ωit),

(6.3)

avec les modes de forçages, k0 = kp, k1 = 1.4kp, k2 = 1.2kp, k3 = 0.8kp, k4 = 0.6kp, les
pulsations ωi sont données par la relation de dispersion, ω2

i = (γ/ρ)k3i . La fréquence centrale de
forçage fp = ωp/(2π) servira à normaliser le temps de simulation. Σ(x, y) est la fonction spatiale
gaussienne qui limite le forçage à une zone circulaire de rayon r = 0.15L :

Σ(x, y) = exp (−(x− xc)
2 − (y − yc)

2)/2r2, (6.4)

avec xc = yc = 0.4L, ce qui localise le forçage dans l’espace en haut à gauche sur la fig. 6.3. Ce
forçage est continu pendant tout le temps de la simulation. La figure 6.3 montre le champ de
vagues à différents instants. Au début de la simulation, la zone de forçage est bien visible (fig.
6.3.a et b) et les ondes se propagent circulairement à partir de cette zone source (fig. 6.3.b). Aux
temps plus longs, des ondes sont présentes partout, différentes échelles sont visibles et un champ
d’ondes complexe se développe (fig. 6.3.c à f).

Remarquons que nous avons choisi la même amplitude η0 pour chaque mode, ce qui fait
que le mode de plus grand nombre d’ondes sera celui de plus haute énergie (Es ∼ γk2η2).
Nous avons également fait le choix de ne pas déphaser initialement les modes, ce qui n’aura pas
de conséquence sur les résultats. Le choix de forcer cinq modes n’est pas crucial, des résultats
similaires sont observés pour un forçage avec trois modes seulement. Le cas d’un forçage sinusoidal
d’un seul mode a également été testé et permet l’observation de la réponse du forçage et de ses
harmoniques.

Résolution spatiale

Nous cherchons ici à résoudre la dynamique des ondes à l’interface et allons analyser le champ
de vagues dans l’espace de Fourier, ainsi le maillage sera choisi maximal sur l’interface. Dans
l’écoulement, nous aurons besoin de résoudre la couche limite afin de capturer correctement
la dissipation des vagues, le critère naturel de raffinement est donc la vorticité. Dans le cas
des simulations 3D présentées ici, la résolution maximale est donnée par Level = 8, ce qui
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(a) tfp = 0.03 (b) tfp = 0.3

(c) tfp = 0.7 (d) tfp = 1.3

(e) tfp = 5 (f) tfp = 9.1

Figure 6.3 – Visualisation du champ d’ondes η(x, y, t) à différents instants tfp. L’interface est
initialement plate η(x, y) = 0. La zone de forçage est visible aux premiers instants en haut
à gauche des images (a,b). Les ondes se propagent circulairement à partir de la source et un
champ de vagues complexe se développe (c-d-e-f). Typiquement ση ≈ 0.02 m, soit une raideur
r = σηkp ≈ 0.3. L’intensité de la vorticité sur l’interface est représentée en couleur.
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correspond à une grille de 28 ·28 = 256 ·256 sur l’interface. La grille sur l’interface est fixe, puis le
maillage adaptatif sur la vorticité permet de résoudre la couche limite et ensuite de dégrader la
résolution dans le fond, ce qui est physiquement justifié par le fait que l’écoulement associé à la
propagation des vagues reste potentiel et que les phénomènes non linéaires sont principalement
localisés autour de l’interface. Cette dégradation est cruciale afin de réduire significativement
le temps de calcul. Pour donner un ordre de grandeur, la simulation typique présentée au §6.3
et permettant l’observation de la cascade directe capillaire prend quelques jours de calcul en
parallèle sur 64 processeurs.

6.2.3 Grandeurs mesurées

L’interface η(x, y, t) est enregistrée au cours du temps avec une fréquence d’acquisition fs = 10
Hz pendant la durée de la simulation (≈ 20fp). Afin de pouvoir appliquer les algorithmes de
transformée de Fourier, η(x, y) est d’abord interpolée sur une grille fixe de taille 2Level · 2Level.
Le spectre spatio-temporel de puissance de la hauteur des vagues est ensuite calculé Sη(k, ω).

Les grandeurs énergétiques suivantes sont également calculées, à chaque pas de temps, l’éner-
gie cinétique Ec, l’énergie potentielle de surface Es, l’énergie totale Et = Es + Ec (cf. chap. 1)
et la dissipation dans le liquide D [52] :

Ec =

∫
liquid

1

2
ρv2dV, (6.5)

Es = γA(x, y), (6.6)
Et = Es + Ec (6.7)

D = 2µ

∫
liquid

SijSijdV, (6.8)

avec A(x,y) la surface mesurée de l’interface, dV l’élément de volume, µ la viscosité dynamique
et Sij le tenseur de déformation : Sij = 1

2

∑
ij

∂Ui
∂xj

[52]. Remarquons que à ce stade ces grandeurs
ne sont pas normalisées par unité de densité et de surface.

6.3 Cascade directe

6.3.1 Régime stationnaire

Quantités énergétiques

La figure 6.4 montre l’évolution dans le temps des quantités énergétiques, l’énergie cinétique
Ec (fig. 6.4a), l’énergie de surface Es (fig. 6.4b), l’énergie totale Et (fig. 6.4c) et la puissance
dissipée D (fig. 6.4d) pour une amplitude de forçage donnée. Le temps est normalisé par la
fréquence centrale de forçage fp. L’énergie cinétique croît tout d’abord très rapidement lorsque
le forçage commence et fluctue ensuite autour d’une valeur moyenne après environ t fp > 1.
Ceci correspond approximativement au temps mis par les ondes pour remplir l’ensemble du
domaine de simulation. L’énergie potentielle des ondes croît également très rapidement au début
du forçage puis plus lentement et atteint un régime stationnaire pour t fp > 10. Cette différence
peut s’expliquer par le fait que le forçage n’excite pas uniquement les ondes : l’énergie cinétique
moyenne étant plus importante que l’énergie de surface moyenne, témoignant d’une part d’énergie
contenue dans le liquide (et non pas dans les ondes). L’évolution de l’énergie totale est donc
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Figure 6.4 – Evolution typique des termes énergétiques au cours de la simulation en fonction du
temps adimensionné t fp. Un régime stationnaire est atteint pour tfp > 10. La valeur moyenne
est indiquée dans chaque cas par des pointillés. Notamment ⟨D⟩

ρA ≈ 0.5 · 10−7 m3s−3.
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Figure 6.5 – Gauche : Spectre de puissance spatio-temporel de la hauteur des vagues
Sη(f/fp, k/kp). L’énergie est localisée autour de la relation de dispersion des ondes capillaires
ω2 = γ

ρk
3 (−−). (+) : maxima du spectre. Un bon accord entre les maxima du spectre et la

relation de dispersion linéaire est observé pour f/fp < 20. Droite : Distribution de probabilité
de la hauteur des vagues : une statistique gaussienne (−−) est observée.

similaire à celle de l’énergie cinétique. Enfin la dissipation totale dans le liquide présente une
forte augmentation lorsque les ondes apparaissent et ensuite de fortes fluctuations autour d’une
valeur moyenne. Ces observations nous montrent qu’un régime stationnaire est atteint au bout
de quelques périodes de forçages. La valeur efficace des ondes ση pendant ce régime stationnaire
correspond à une raideur des ondes r = σηkp ≈ 0.3, soit une non linéarité assez forte. Ces
observations sont similaires pour les différentes amplitudes de forçage testées, bien évidemment
à plus faible amplitude de forçage, les énergies moyennes seront plus faible ainsi que la puissance
dissipée ou encore la raideur des ondes. Remarquons que l’estimation de l’énergie de surface des
ondes capillaires à partir du spectre de puissance permet bien de retrouver la valeur moyenne de
l’énergie de surface mesurée directement.

Nous allons maintenant nous intéresser à la statistique des ondes pendant ce régime station-
naire pour r ≈ 0.3.

Relation de dispersion

Le spectre spatio-temporel des ondes Sη(k, ω) est calculé pendant le régime stationnaire
(tfp > 10) sur l’ensemble du champ de vagues privé de la zone de forçage. L’intégration sur les
angles permet d’obtenir le spectre Sη(k, ω), présenté sur la fig. 6.5. Les ondes sont forçées à basse
fréquence (k/kp < 1.4) et de l’énergie est observée à toutes les fréquences. La localisation de
l’énergie matérialise la relation de dispersion et est trouvée en très bon accord avec la relation
de dispersion théorique des ondes capillaires ω2 = γ

ρk
3. Un élargissement du spectre autour de

la relation de dispersion linéaire est observé, lié au temps d’interaction non linéaire des ondes.
A partir de f/fp & 25 (k/kp & 10), un décalage entre la relation de dispersion linéaire et les
maxima de Sη(k/kp, f/fp) est observé. Cet écart est lié à la résolution spatiale du maillage, on
parle de dispersion numérique, et s’explique par la faible résolution des ondes à haute fréquence
(pour f/fp & 25, il y a moins de 8 points de maillage par longueur d’ondes). Ce phénomène sera
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discuté en détail au §6.4.
Ainsi, les simulations reproduisent bien la propagation d’un champ d’ondes capillaires et

des hautes fréquences sont formées par interactions non linéaires à partir d’un forçage basse
fréquence. Nous n’observons pas de décalage non linéaire de la relation de dispersion des ondes,
en accord avec la théorie de turbulence faible qui ne prévoit ce phénomène que dans le cas d’un
processus d’interaction avec un nombre pair d’ondes [8], alors que des interactions à 3 ondes sont
attendues pour les ondes capillaires. Ces résultats sont similaires pour les différentes amplitudes
de forçage testées, la largeur de la relation de dispersion étant plus faible lorsque l’amplitude de
forçage est plus faible.

Fonction de distribution de la hauteur des vagues

La fonction de distribution de probabilité (Pdf) de la hauteur des vagues est présentée sur la
fig. 6.5 et présente une statistique gaussienne. La statistique gaussienne des ondes est en accord
avec les hypothèses de la turbulence faible de qui suppose que la statistique de modes reste proche
d’une gaussienne [8]. Remarquons que nous n’observons pas d’asymétrie de la Pdf au contraire
de ce qui est observé pour les ondes gravito-capillaires [20]. Les ondes de gravité non linéaire
ont la particularité de présenter un profil de vague où les creux sont de moindre amplitude vis
à vis des crêtes, ce qui induit une Pdf asymétrique. Ce n’est pas le cas des ondes capillaires non
linéaires [109]. Ces observations sont similaires pour les différentes amplitudes de forçage testées.

Isotropie du champ de vagues

Les figures 6.7 montrent le spectre spatial Sη(kx, ky, f∗) pour six valeurs de f∗. A toutes les
fréquences, l’énergie est localisée sur le cercle de rayon k∗(f∗) donné par la relation de disper-
sion linéaire, avec une intensité qui décroit lorsque la fréquence augmente. Le champ d’ondes
capillaires est donc isotrope à toutes les fréquences. Ces observations sont similaires pour les
différentes amplitudes de forçage testées. L’isotropie du champ d’ondes justifie a posteriori la
pertinence de l’intégration du spectre spatial Sη(k) sur tous les angles pour obtenir le spectre
spatial 1D Sη(k). Remarquons que nous observons un élargissement de la localisation de l’énergie
autour du cercle augmente avec la fréquence lié au fait que les temps d’interactions non linéaires
sont de plus en plus courts, qui sera discuté au §6.3.3.

6.3.2 Spectres de turbulence d’ondes

L’intégration de Sη(k, f) sur toutes les fréquences (respectivement les nombres d’ondes) per-
met d’obtenir le spectre spatial 1D Sη(k) (respectivement le spectre fréquenciel Sη(f)). La figure
6.7 montre Sη(k) (gauche) et Sη(f) (droite). Une loi de puissance en fonction de l’échelle est ob-
servée dans les deux cas sur une partie du spectre, en bon accord avec le spectre de Kolmogorov-
Zakharov, SKZ

η (k) ∼ k−15/4 et SKZ
η (f) ∼ f−17/6 (eq. 2.23). Ainsi un régime de cascade directe

des grandes vers les petites échelles est observé, en bon accord avec la théorie de turbulence
d’ondes. La zone inertielle est comprise entre 1 . k/kp . 6 (en fréquence 1 . f/fp . 10), soit
sur un peu moins d’une décade. Cet intervalle va de l’échelle de forçage à une échelle dissipa-
tive, qui stoppe la cascade. Cette échelle dissipative est donnée par la dissipation numérique qui
intervient à haute fréquence, lorsque les longueurs d’ondes sont moins bien résolues. La dissi-
pation numérique sera discutée en détails §6.4 et nous verrons que la dissipation physique est
négligeable.
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(f) f/fp = 24

Figure 6.6 – Sη(kx/kp, ky/kp, f∗/fp) pour différentes fréquences, le cercle indique la relation de
dispersion linéaire.
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Figure 6.7 – Gauche : Sη(k/kp) intégré sur toutes les fréquences. Droite : Sη(f/fp) intégré sur
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.

Les spectres compensés sont montrés en insert de la fig. 6.7. En espace, Sη(k)k15/4 présente
bien un plateau dans la zone inertielle de turbulence d’ondes capillaires et de même en fréquence,
Sη(f)f

17/6 est constant dans la zone inertielle. Nous allons maintenant estimer la constante de
Kolmogorov-Zakharov. Nous avons mesuré la puissance dissipée totale et une définition simple
du flux d’énergie est alors ϵ ≡ ⟨D⟩/(Aρ), le facteur Aρ assurant la dimension (L3T−3). Le spectre
en fréquence de l’insert fig. 6.7 (droite) est donc normalisé de manière à estimer la constante de
Kolmogorov-Zakharov comme dans le chapitre 5 :

CKZ =
Sη(f)f

17/6

(γ/ρ)1/6(ϵ)1/2
(6.9)

Il vient CKZ ≈ 0.07. Pushkarev [96] a estimé la constante de Kolmogorov-Zakharov à partir du
spectre d’action d’ondes nk et trouve CKZ

nk
= 9.85 3. Notre résultat exprimé en terme d’action

d’ondes donne CKZ
nk

≈ 3. Cette valeur est plus proche de la valeur théorique que celle trouvée
expérimentalement dans le chapitre 5. La différence restante peut être imputée à la faible zone
inertielle et à une possible surévaluation du flux puisque la mesure de la puissance dissipée est
faite dans tout le volume. La comparaison pour différentes amplitudes de forçage de la puissance
dissipée totale avec la puissance dissipée par les ondes dans la cascade (comme calculée chap. 5)
pourrait permettre une évaluation de la puissance dissipée par les ondes et par le volume.

6.3.3 Estimation du temps non linéaire

Nous avons vu sur la figure 6.5 que Sη(k, f) présente un certain élargissement. Cet élargis-
sement est lié au temps non linéaire d’interaction de la turbulence d’ondes et nous allons le
caractériser.

3. avec CKZ = 4π
3
CKZ

nk
(2π)−17/6, cf. chap. 5
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Figure 6.8 – Gauche : Sη(k∗, f)/S0
η(k

∗) en fonction de f/fp, pour k∗/kp = 7.6. −− : ajustement
gaussien, avec ∆ω = 2π 0.15 Hz. ωp = 2π 0.66 Hz. Droite : évolution des temps caractéristiques
en fonction de k/kp. ◦ : τnl(k) ; �− : τl = 1/ω ; − : τd = 1/(2νk2) (eq. (1.35)) et − · − : τNd
fonction de dissipation numérique (eq. (6.15)). Dans la zone inertielle, τnl ∼ k−3/4 en accord avec
la théorie de turbulence faible (eq. (2.23)). et la double inégalité τ ≪ τnl ≪ τd est bien vérifiée.

Temps caractéristique et hypothèse de la turbulence d’ondes

Nous rappelons brièvement les résultats décrits dans le chapitre 2 sur la séparation des échelles
de temps en turbulence d’ondes. La théorie de turbulence faible suppose les inégalités suivantes
(eq. (2.9)) :

τl ≪ τnl ≪ τd, (6.10)

avec τl = 1/ω le temps linéaire de propagation estimé à l’aide de la relation de dispersion, τd le
temps dissipatif donné dans les simulations par la dissipation en surface libre τd = 1/(2νk2) (eq.
(1.35)) et τnl le temps d’interaction non linéaire. Le temps non linéaire peut être estimé à partir
de l’équation cinétique (eq. (2.37)) :

1

τnl
∼ ϵ1/2

(
ρ

γ

)1/4

k3/4. (6.11)

Nous allons estimer le temps non linéaire dans les simulations et tester l’hypothèse de séparation
des échelles de temps.

Estimation de l’élargissement

La largeur de la relation de dispersion à un nombre d’ondes donnée k∗ est estimée par un
ajustement gaussien sur une coupe à k∗ du spectre spatio-temporel Sη(k, f) de la fig. 6.5, de la
forme

SG
η (k

∗, ω) = S0
η(k

∗)e(−(ω−ωm)/∆ω)2 , (6.12)

avec S0
η(k

∗) le maximum du spectre à k∗, ωm la fréquence centrale et ∆ω l’élargissement. La
figure 6.8 (gauche) montre un exemple d’une telle coupe Sη(k∗, f/fp)/S0

η(k
∗) à k∗ donné, ainsi
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que l’ajustement gaussien qui permet de déterminer ∆ω. 4

Nous avons également vérifié que ωm et k∗ sont reliés par la relation de dispersion linéaire.
Le temps non linéaire est lié à cet élargissement [8, 110] et en suivant [110], nous estimons le
temps non linéaire par :

1/τnl ≡ ∆ω. (6.13)

La figure 6.8 (droite) montre l’évolution en fonction du nombre d’ondes des temps caractéristiques
τnl, τl et τd, ainsi que le temps dissipatif numérique τNd , dont la forme sera justifiée au §6.4. Pour
les nombres d’ondes au sein de la zone inertielle (1 . k/kp . 6), τnl évolue en loi de puissance
de l’échelle, en bon accord avec la prédiction de la turbulence faible pour les ondes capillaires
τnl ∼ k−3/4. A grand k, τnl chute brutalement, du fait de la dissipation numérique aux petites
échelles. Le temps dissipatif τNd décrit ensuite cette forte augmentation de l’élargissement à haute
fréquence. Ainsi, la séparation d’échelle théorique τl ≪ τnl est vérifiée à toutes les échelles et la
séparation τnl ≪ τNd définit la zone inertielle de la cascade directe capillaire. L’inégalité τnl ≪ τd
est vérifiée à toutes les échelles mais la dissipation physique est négligeable à haute fréquence
par rapport à la dissipation numérique. Comme détaillé au §6.4, les ondes sous résolues (moins
de 8 points par longueur d’ondes) sont plus fortement atténuées.

6.4 Erreurs et convergence en fonction de la résolution

Nous allons maintenant discuter les erreurs numériques liées à la résolution spatiale de l’in-
terface. La résolution spatiale a deux conséquences physiques importantes dans la résolution des
phénomènes ondulatoires : correctement capturer la fréquence de propagation et l’amortissement
des ondes. Pour un nombre de points de grilles insuffisant, la fréquence de l’onde n’est plus ré-
solue correctement et une erreur sur la relation de dispersion est observée, comme discuté sur
la fig. 6.5. Il s’agit de dispersion numérique. De plus, lorsque la résolution est insuffisante, une
erreur sur l’amplitude de l’onde va apparaitre, provoquant une atténuation des ondes, il s’agit
de dissipation numérique. Nous avons discuté ce point pour expliquer la partie dissipative du
spectre (fig. 6.7) et de la forme du temps non linéaire à haute fréquence (fig. 6.8).

Nous allons maintenant quantifier ces erreurs, et ainsi valider les résultats de turbulence
d’ondes présentés précédemment. Pour cela deux types de simulations sont présentées :

– des simulations 3D identiques aux précédentes (§ 6.2) avec différentes résolutions, Level =
6, 7, 8 soit des grilles de 64, 128 et 256 points sur l’interface.

– des simulations 2D d’une onde capillaire unique en déclin. La fréquence de propagation
et le taux de dissipation en fonction de la résolution (Level ∈ [2 : 9]) sont alors calculés.
Ces simulations permettent de caractériser les propriétés de propagation et d’atténuation
linéaire (faible amplitude) pour une onde capillaire isolée.

La mesure de la fréquence de propagation d’une onde en 2D permet de déterminer le seuil de
résolution nécessaire afin de correctement capturer la fréquence de propagation. Le seuil obtenu
correspond à 8 points de grilles par longueur d’onde pour une erreur inférieure à environ 5%.
Ce seuil en 2D est comparé aux résultats 3D à différentes résolutions et explique parfaitement la
déviation observée sur la relation de dispersion.

4. De manière équivalente, une coupe à f∗ permet d’estimer l’élargissement en k : ∆k(f∗). Nous avons bien
vérifié que ∆k et ∆ω sont reliées par la relation de dispersion, ici ω2(k) = (γ/ρ)k3 et donc ∆ω = dω(k)

dk
=

3
2
k1/2

√
γ
ρ
∆k.
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Figure 6.9 – Evolution de |η| en un point (gauche) et de l’énergie cinétique (droite) en fonction
du temps normalisé par la fréquence théorique de l’onde t/frd pour Level = 9, 8, 7, 6, 4 de haut en
bas. Le déclin exponentiel en accord avec le taux de dissipation théorique (−·−) est bien observé
à haute résolution (Level = 9, 8, 7). A plus faible résolution (Level < 7), un déclin exponentiel
plus rapide est observé. Un décalage de la fréquence est aussi observé à faible résolution.

La dissipation linéaire d’une onde est estimée en 2D par la mesure du taux de dissipation de
l’énergie (ou de l’amplitude) de l’onde. Une fonction de dissipation numérique est alors obtenue
empiriquement en fonction de la résolution

ΓN = 1/τNd = A k

kmax
Γth (6.14)

avec A ≈ 100 un préfacteur sans dimension déterminé numériquement, k/kmax le paramètre de
mesure de la résolution, k le nombre d’ondes, kmax = 2π2Level le nombre d’ondes maximum résolu
et Γth = 2νk2 le taux de dissipation linéaire théorique. Cette fonction de dissipation explique
très bien l’évolution de l’élargissement de la relation de dispersion à la fin de la zone inertielle
(fig. 6.8).

Finalement nous discuterons la convergence des termes énergétiques dans les simulations 2D
et 3D.

6.4.1 Simulation 2D

Une onde capillaire 2D η(x) = η0 cos(kx) est initialisée et évolue librement dans une boite
de simulation de taille unité avec des conditions aux bords périodiques. Le nombre d’onde est
k = Nλ 2π avecNλ = 1, 2, 3, 4 le nombre de périodes de l’onde dans la boite de simulation de taille
1, et l’amplitude de l’onde vaut η0 = 0.01. L’onde est ainsi de faible amplitude et sa propagation
est linéaire. La tension de surface γ, la densité ρ et la viscosité ν sont identiques aux valeurs
des simulations 3D et données au § 6.2. La résolution varie avec le paramètre Level ∈ [2, 9],
correspondant à une interface de 2Level points de grille. Dans le fluide le maillage est dégradé
comme dans le cas 3D (§ 6.2). L’évolution temporelle de l’énergie cinétique, de surface et totale est
estimée ainsi que celle de la norme de l’amplitude en un point donné de la boite de simulation. La
fréquence théorique de l’onde donnée par la relation de dispersion frd =

√
(γ/ρ)k3/(2π) servira

à normaliser le temps.
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Figure 6.10 – Gauche : erreur absolue en fréquence (f − frd)/frd en fonction de la résolution
de l’onde k/kmax. + : simulation 3D. � : Nλ = 4, � : Nλ = 3, � : Nλ = 2. Droite : relation
de dispersion en 3D pour Level = 6 (◦), Level = 6 (◦), Level = 8 (◦), − relation de dispersion
linéaire théorique. Les pointillés indiquent le seuil (k/kp)/kmax < 1/8. La fréquence est très bien
résolue pour k/kmax < 1/8.

La figure 6.9 montre l’évolution dans le temps de l’énergie cinétique d’une onde 2D (Nλ = 2)
pour différentes résolutions. L’amplitude et l’énergie cinétique oscillent dans le temps et l’intensité
des oscillations diminue avec le temps puisque l’onde n’est pas entretenue. L’énergie cinétique et
l’énergie de surface oscillent en opposition de phase. A haute résolution (Level ≥ 7), l’évolution
de l’amplitude et de l’énergie cinétique sont équivalentes en terme de fréquence et d’amplitude. La
fréquence de propagation est donnée par la relation de dispersion frd et l’enveloppe de l’énergie
(ou de l’amplitude) décroît exponentiellement suivant la théorie linéaire η = η0e

−Γtht, avec
Γth = 2νk2 le taux de dissipation linéaire théorique (cf. eq (1.35)). L’énergie décroît elle selon
Et ∼ e−2tΓth . L’onde est correctement résolue, la simulation est convergée.

A plus basse résolution (Level ≤ 6), un décalage en fréquence est observé et augmente à
mesure que la résolution diminue. La fréquence f est mesurée et sera comparée à la fréquence
attendue. De plus l’amplitude décroît de plus en plus vite lorsque la résolution diminue, de façon
exponentielle. Il est alors possible d’extraire un taux de dissipation effectif par un ajustement
η = η0e

−Γt, avec Γ(k, Level) le taux de dissipation pour le nombre d’ondes et la résolution
donnée. Ces observations sont valables quelque soit la valeur de Nλ. Remarquons également que
des tests ont été effectués pour différentes viscosités et tensions de surface et que cette description
reste valable. La forme de Γ(k, Level) est discutée §6.4.3 et est illustrée sur la fig. 6.11.

6.4.2 Dispersion numérique

Nous allons maintenant quantifier la dispersion numérique dans le cas 2D et comparer les
résultats avec les simulations 3D. Dans le cas 2D, la propagation d’une onde de nombre d’onde
k est simulée et sa fréquence f est mesurée, pour un maillage contenant 2Level points. Dans le
cas 3D, nous avons vu que de nombreuses longueurs d’ondes sont présentes pour un maillage
donné. La figure 6.5 montre ainsi Sη(k, f) et les maximas sont localisés autour de la relation de



100 CHAPITRE 6. SIMULATION NUMÉRIQUE DIRECTE

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

k/(2π  2Level)

Γ/
Γ th

 

 

N
λ
=1

N
λ
=2

N
λ
=3

N
λ
=4

10
−2

10
−1

10
0

10
0

10
1

10
2

10
3

k/(2π  2Level)

Γ/
Γ th

Figure 6.11 – Erreur sur la dissipation linéaire des ondes. Gauche : � : Γ/Γth, − : ΓN/Γth.
Les pointillés verticaux indique le seuil de résolution en fréquence k/kmax = /8. Droite : temps
caractéristiques de la simulation 3D (fig. 6.8) comparés à la relaxation 2D. ◦ : (1/τnl)/Γth ; −− :
∼ k3/4/Γth ; −− : ΓN/Γth ; − · − relation de dispersion. � : Nλ = 4, � : Nλ = 3, � : Nλ = 2,
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dispersion. Ce sont ces maximas qui donnent la relation f(k). Pour comparer ces deux situations
(simulation d’une onde ou d’un mélange), le nombre d’ondes est normalisé par la résolution
spatiale maximale kmax = 2π 2Level.

La figure 6.10 (gauche) montre l’erreur sur la résolution en fréquence (f−frd)/frd en fonction
k/kmax pour les simulations 2D (chaque � correspond à une simulation pour un k fixé), et pour
un cas 3D (l’ensemble des + correspond aux maximas locaux de la fig. 6.5).

Les erreurs dans les simulations 2D et 3D sont semblables et sont inférieures à 5% lorsque
k/kmax < 1/8, ce qui veut dire qu’il faut environ 8 points pour résoudre correctement une
sinusoide. Ce résultat apparait tout à fait cohérent. L’erreur devient importante au dessus de ce
seuil. Finalement, la figure 6.10 (droite) montre les relations de dispersion extraites de simulations
3D, pour des maillages de l’interface 64·64, 128·128 et 256·256. L’écart à la relation de dispersion
est observé au seuil k/kmax ≈ 1/8. Ainsi l’écart à la relation de dispersion linéaire théorique
est bien une dispersion numérique. Remarquons que cette erreur reste très faible, la résolution
fréquentielle n’est donc pas un problème dans ces simulations.

6.4.3 Dissipation numérique

Nous avons vu sur la figure 6.9 qu’une onde sous résolue est dissipée plus rapidement. Le
taux de dissipation Γ(k, Level) est calculé systématiquement dans les simulations 2D et la figure
6.11 montre Γ/Γth en fonction du nombre d’ondes normalisé k/kmax. Pour k/kmax < 0.01,
la relaxation de l’onde est bien résolue et Γ = Γth. Lorsque l’onde est moins bien résolue la
dissipation est plus forte et il est possible de déterminer un taux de dissipation numérique effectif
indiqué en trait plein et donné par

ΓN = 1/τNd = A k

kmax
Γth, (6.15)
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avec A = 100 une constante numérique ajustée. Remarquons que cette fonction de dissipation
numérique est valable pour une large gamme de viscosité.

La figure 6.11 (droite) compare la fonction de dissipation numérique obtenue en 2D avec
l’évolution de l’élargissement de la relation de dispersion en 3D (fig. 6.8). L’élargissement suit
l’évolution du taux non linéaire1/τnl ∼ k3/4 jusqu’à ce que la dissipation numérique devienne
importante. Ce changement de régime est bien visible sur la fig. 6.11 (droite) : les courbes
(1/τnl)/Γth et ΓN/Γth se croisent pour k/kmax ≈ 0.07, qui correspond bien à la fin de la cascade
d’onde capillaire (k/kp ≈ 8 fig. 6.7, 6.8).

Remarquons que la dissipation numérique devient prépondérante pour la dynamique 3D à
des échelles plus petites que l’échelle k/kmax ≈ 0.01 pour laquelle la dissipation est augmentée
par rapport à la dissipation physique. Ceci est matérialisé par la séparation de temps 1/τnl ≫
1/τNd pour k/kmax < 0.07. Ainsi même si la dissipation numérique existe, elle n’empêche pas
la formation et l’observation de la cascade capillaire. Si la résolution des simulations 3D est
diminuée, alors la zone inertielle va être réduite du fait de la forme de la dissipation numérique,
ce que nous allons voir maintenant.

6.4.4 Convergence des spectres et de l’énergie

La figure 6.12 montre l’évolution des termes énergétiques et du spectre Sη(k) pour différentes
résolutions.

L’énergie cinétique est bien convergée pour Level ≥ 7 (fig. 6.12a). Logiquement le terme de
dissipation est le moins bien convergé (fig. 6.12b), puisque plus la résolution est haute, plus les
petites échelles sont bien résolues et donc la dissipation visqueuse physique est correcte. Remar-
quons que le terme de dissipation D ne prend a priori pas en compte la dissipation numérique :
ainsi la dissipation numérique à basse résolution est plus importante mais la dissipation physique
est plus faible. La dissipation physique est en outre la grandeur pertinente pour l’évaluation du
flux d’énergie. Remarquons que augmenter la viscosité ne permet pas de s’affranchir de la dis-
sipation numérique, il est pour cela nécessaire d’augmenter la résolution. Une simulation à plus
haute résolution devrait permettre de résoudre les échelles dissipatives physiques. Une s’agit de
l’une des premières perspectives de ce travail.

Les spectres sont relativement bien convergés (fig. 6.12c) à basse fréquence et divergent
ensuite au seuil d’apparition de la dissipation numérique. Ainsi la coupure du spectre provient
d’une dissipation numérique mais cela n’enlève en rien la pertinence des résultats au regard de
la turbulence d’ondes. Finalement la mesure de l’élargissement de la relation de dispersion ∆ω
pour différentes résolutions de l’interface (Level = 6, 7, 8) montre bien τnl ∼ k−3/4 dans la zone
inertielle, et confirme la forme de la dissipation numérique donnée par l’eq. (6.15) (fig. 6.12d).
Plus la résolution est faible, et plus la coupure dissipative intervient tôt.
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6.5 Conclusion et perspectives

Nous avons observé pour la première fois le régime de turbulence d’ondes capillaires à partir
de simulations directes des équations de Navier-Stokes diphasiques. Les résultats sont en bon
accord avec la théorie de turbulence faible : lorsque le régime stationnaire est atteint, le spectre
de la hauteur des vagues est observé en loi de puissance de l’échelle (avec l’exposant du spectre de
Kolmogorov-Zakharov), le champ de vagues est isotrope et la statistique des ondes est gaussienne.
De plus, la mesure de l’élargissement de la relation de dispersion permet d’estimer le temps
d’interaction non linéaire. Le temps non linéaire au sein de la cascade capillaire évolue en loi
de puissance de l’échelle, comme décrit théoriquement. Nous montrons que la cascade capillaire
est stoppée lorsque le temps non linéaire devient de l’ordre du temps dissipatif (numérique).
L’estimation du flux d’énergie moyen à travers les échelles par la puissance moyenne dissipée
(physiquement) permet d’évaluer la constante de Kolmogorov-Zakharov. Une valeur plus proche
de la théorie (tout en restant en dessous) que dans les expériences du chapitre 5 est obtenue.

Les perspectives de ce travail sont multiples, nous avons en effet mis en place un outil qui
devrait permettre de sonder un grand nombre de propriétés et de limites de la turbulence faible.
La première étape, outre l’augmentation de la résolution, consiste à réaliser une étude en fonc-
tion de l’amplitude de forçage, afin de vérifier la dépendance de l’amplitude de la cascade directe
capillaire en fonction du flux d’énergie. Le flux d’énergie pourra être estimé à partir de la puis-
sance dissipée. Le calcul du spectre de puissance dissipée d’une manière similaire au chap. 5 et sa
comparaison avec le calcul direct du spectre de puissance dissipée à partir du champ de hauteur
permettra de quantifier la part d’énergie dissipée en surface et dans le volume. L’évolution de ces
différentes quantités avec l’amplitude des non linéarités des ondes pourrait permettre de mieux
comprendre la dissipation dans les systèmes expérimentaux. Ce travail permettrait de confirmer
la valeur de la constante de Kolmogorov-Zakharov mesurée ici.

L’étude des régimes transitoires et sa comparaison aux résultats expérimentaux du chapitre
4 est également d’un grand intérêt. En effet, en l’absence de gravité, seul le déclin auto-similaire
devrait être observé, avec notamment une énergie totale déclinant en loi de puissance.

L’influence de la mise en défaut de certaines hypothèses de la turbulence faible pourra alors
être testée, un forçage anisotrope permettra de tester si le champ d’ondes recouvre son isotropie
par interaction non linéaire et si le spectre est modifié, faire varier la viscosité et comparer les
résultats à ceux du chapitre 5 est une perspective naturelle. Mentionons que faire varier le rapport
de densité entre les deux fluides permettrait de tester le cas d’ondes capillaires où la symétrie
haut-bas est restaurée (deux fluides d’égale densité), théoriquement les interactions devraient
alors être à 4 ondes [111].

Enfin, il sera également possible de rajouter la gravité dans ces simulations et d’étudier la
turbulence d’ondes de gravité seule ou en présence de tension de surface (il faudrait alors pouvoir
augmenter la résolution pour voir les deux régimes...). La compréhension de la transition entre
ces deux régimes, notamment en termes de transfert d’énergie pourrait alors être amélioré. De
plus, cela permettrait d’étudier l’influence sur le spectre d’ondes de gravité de la dissipation par
des processus mettant en jeu des ondes capillaires. L’influence des évènements de déferlement
sur la turbulence d’ondes de gravité pourrait également être étudiée.
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7.1 Contexte

Nous avons décrit en introduction l’état de l’art de la turbulence d’ondes de gravité. Une phé-
noménologie de type cascade directe, avec injection d’énergie à grande échelle, transfert d’éner-
gie à travers une cascade turbulente et enfin dissipation à haute fréquence a été abondemment
discutée dans la littérature, tant expérimentalement [61, 20, 28, 25, 26] que numériquement
[37, 42, 78, 65]. Cette cascade est analogue à la cascade directe d’énergie observée en turbu-
lence hydrodynamique 3D [11, 52]. Comme discuté au chap. 2, du fait de la nature du processus
d’interaction non linéaire à quatre ondes, l’action d’ondes N =

∫
nkdk est conservée en plus de

l’énergie E =
∫
Ekdk, avec le lien entre le spectre d’action et d’énergie nk = Ek/ω [7, 8]. La

conservation de l’action d’ondes peut être vue physiquement comme une conservation du nombre
de "quasi particules" peuplant les modes (nombre de photons dans le cas de la lumière, phonons
en physique du solide) lors du processus d’interaction à quatre ondes. La double condition de
résonance à quatre ondes s’écrit pour les vecteurs d’ondes et les pulsations :

k⃗1 ± k⃗2 ± k⃗3 ± k⃗4 = 0

ω1 ± ω2 ± ω3 ± ω4 = 0
(7.1)

Un système d’ondes de gravité en interaction présente donc théoriquement deux cascades, l’une
directe due à la conservation d’énergie (des grandes vers les petites échelles) et l’autre inverse
du fait de la conservation de l’action d’ondes qui transporte un flux d’action d’ondes des pe-
tites vers les grandes échelles. Ce système dual de cascade est représenté schématiquement sur
la fig. 7.1. La cascade directe est stoppée à haute fréquence (petite échelle) lorsque la dissipa-
tion devient importante. La fin de la cascade inverse à grande échelle peut s’arrêter selon deux
modèles possibles. Le premier correspond à l’accumulation d’énergie à grande échelle dans un
mode cohérent, un "condensat d’ondes", par analogie au condensat de Bose-Einstein en méca-
nique quantique. La seconde possibilité est liée à l’existence d’une dissipation à grande échelle
qui empêche l’accumulation d’énergie et termine la cascade inverse.

Cette phénoménologie est analogue à la cascade inverse en turbulence hydrodynamique 2D,
où deux quantités sont conservées : l’énergie et l’enstrophie (définie comme la vorticité au carré).
L’existence de deux quantités conservées donne ainsi lieu à la coexistence entre une cascade di-
recte (d’enstrophie) et une cascade inverse (d’énergie) décrite théoriquement [112, 113], observée
expérimentalement [114, 115, 116, 117] et numériquement [118, 119, 120]. La cascade inverse
peut se terminer à grande échelle par l’accumulation d’énergie dans une structure de la taille
du système, appelée condensat [114, 118, 121], dont la formation peut cependant être empêchée
dans le cas d’une dissipation grande échelle trop forte, par exemple si la dissipation induite par
les frottement sur le fond est trop importante.

La caractérisation de systèmes d’ondes présentant une dualité de cascade est donc d’un inté-
rêt fondamental dans la perspective d’une compréhension générale des phénomènes turbulents.
Dans le cadre de la turbulence d’ondes, tout système dont le processus d’interaction dominant
concerne un nombre pair de modes conserve l’action d’ondes et peut a priori donner lieu à une
cascade inverse. Les observations expérimentales de ce type de phénomène sont toutefois assez
rares, en effet les interactions triadiques dominent généralement expérimentalement. Le cas des
ondes de gravité est donc d’un intérêt majeur puisque les interactions à 4 ondes sont avérées
expérimentalement [48].

Ainsi, très peu d’expériences ont confirmé l’existence d’une cascade inverse en turbulence
d’ondes. Le premier cas concerne l’optique non linéaire où une cascade inverse est observée ainsi
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Figure 7.1 – Représentation schématique du spectre d’énergie des ondes de gravité, présentant
deux cascades, l’une directe et l’autre inverse. L’échelle d’injection est petite devant la taille du
système et grande devant l’échelle de dissipation.

qu’un phénomène de condensation de la lumière au bout de la cascade inverse [33, 34, 35]. Le
second système expérimental concerne des ondes de chaleur dans l’hélium superfluide [122] et
l’observation des prémices d’une cascade inverse. Dans le cas des ondes de gravité, la cascade
inverse est parfois invoquée en océanographie pour expliquer la forme du spectre de vagues en
mer, mais aucune expérience de laboratoire n’avait, à notre connaissance, permis l’observation
sans ambiguité de la cascade inverse.

L’existence de cascade inverse en turbulence d’ondes de gravité a été confirmée numérique-
ment [38] à l’aide de simulations des équations hamiltoniennes non-linéaires. En forçant à petite
échelle, un décalage du maximum du spectre des vagues vers les grandes échelles est obesrvé au
cours du temps. Finalement, la formation d’une cascade inverse dont l’exposant est proche des
prédictions théoriques est obtenue. Ces résultats ont par la suite été confirmés et la formation
d’un condensat d’ondes de gravité a également été observée numériquement [103, 42]. Il s’agit
d’un exemple typique de coexistence de turbulence "faible", i.e interactions non-linéaires entre
ondes faiblement non linéaires et d’une structure cohérente.

7.2 Observation de la cascade inverse d’ondes de gravité

Nous présentons au § 7.3 la publication associée à l’observation et la caractérisation expéri-
mentale en laboratoire de la cascade inverse d’ondes de gravité. Les principaux résultats sont les
suivants. Les ondes sont excitées à petite échelle dans le domaine des ondes de gravité, par un
bruit filtré autour de fp, proche de la fréquence de transition gravito-capillaire (λgc ≈ 1 cm, soit
fgc ≈ 17 Hz dans le mercure, cf. eq. (1.11)). L’amplitude des ondes est mesurée en un point à
l’aide d’un fil capacitif. La figure 7.2 (gauche) montre le spectre de la hauteur des vagues avec
une amplitude de forçage croissante de bas en haut. Lorsque l’amplitude de forçage augmente, le
spectre se remplit progressivement entre l’échelle de forçage et la limite basse fréquence fixée par
un mode propre de la cuve (carrée de L = 20 cm de côté). Le mode propre le plus énergétique
est alors celui associé à la demi longueur d’ondes λL/2 = 10 cm, soit fL/2 = 3.6 Hz. Au plus
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Figure 7.2 – Sη(f) pour un piston affleurant la surface de liquide (gauche) et enfoncé de 10
mm dans le liquide (droite). Une cascade inverse est observée à basse fréquence lorsque le piston
affleure le liquide. Des ondes croisées sont observées lorsque le piston est enfoncé à fp/2 et ne
permettent pas d’observer de cascade inverse.

haut forçage, un transfert d’énergie vers les grandes échelles est observé sous la forme d’une loi de
puissance, partant de l’échelle de forçage et allant jusqu’à l’échelle du bassin. L’exposant de cette
loi de puissance Sη ∼ f−3.3 est compatible avec la théorie de turbulence faible Sinv

η ∼ f−11/3

(eq. (2.25)) [7], même si la zone inertielle d’observation est assez faible.
Notons que l’observation de cette cascade inverse est difficile expérimentalement. Il faut

réussir à injecter une quantité suffisante d’énergie à haute fréquence, sans pour autant exciter
une instabilité paramétrique au niveau des batteurs (appelé "cross-waves" ou ondes croisées
[123, 124, 123, 125]) qui aurait pour effet de peupler le spectre basse fréquence. Pour cela, il est
nécessaire de limiter au maximum la surface immergée du batteur. En effet, le seuil d’apparition
des ondes croisées dépend théoriquement de la quantité de fluide déplacé par le batteur [123].
Expérimentalement, des ondes croisées apparaissent si le batteur est suffisamment immergé. Si
les batteurs affleurent à la surface, aucune onde croisée n’est observée, comme illustré par les
spectres de la fig. 7.2 (gauche). Ainsi, avec un batteur à l’affleurement de la surface, la cascade
inverse est observée de l’échelle de forçage à l’échelle de la cuve pour les plus hauts forçages
(fig. 7.2 gauche). Lorsque le batteur est immergé (fig. 7.2 droite), le spectre basse fréquence
ne présente pas de loi de puissance et une bosse est observée à la fréquence moitié du forçage,
témoignant de l’excitation paramétrique des ondes croisées.

L’instabilité modulationelle (instabilité de Benjamin Feir) [46, 126] n’est pas non plus res-
ponsable du spectre observé à basse fréquence. Cette instabilité est en effet observée pour un
forçage harmonique (qui ne permet pas d’observer la cascade inverse, fig. 1 § 7.3), ou pour un
forçage paramétrique [23].

Enfin, la présence de la cascade inverse a une influence sur la forme de la fonction de den-
sité de probabilité (PDF) de la puissance injectée au batteur I. La PDF de I présente deux
ailes exponentielles, de manière similaire à celle observée dans le cas de la cascade directe [22].
Cependant les évènements négatifs, associés à l’énergie rendue aux batteurs, sont bien plus im-
portants en présence d’une cascade inverse que lors des seules cascades directes (fig. 4 § 7.3).
Cette augmentation d’énergie transférée au batteur est liée à la formation par la cascade inverse
de grandes longueurs d’ondes revenant vers le batteur de façon décorrelée. Ce processus peut
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être aussi vu comme une dissipation grande échelle, qui en plus de la dissipation par les bords
et le fond, stoppe la cascade inverse et empêche la formation d’un condensat.

Pour conclure, nous avons observé pour la première fois en laboratoire un phénomène de cas-
cade inverse dans des ondes de gravité. Plusieurs perspectives à ce travail peuvent être discutées.
Agrandir la faible zone inertielle (entre 20 et 4 Hz !) apparait évidemment comme la première
amélioration possible à cette expérience. Cependant, il est loin d’être évident de réussir à injecter
suffisamment d’énergie à haute fréquence dans un bassin plus grand. Dans les bassins de grandes
tailles (> 10 m), les batteurs à vagues sont généralement limités à une fréquence d’excitation
de l’ordre du Hz, ce qui empêche de reproduire le type d’étude présenté ici. Un forçage par le
vent pourrait être utilisé, mais pose d’autres problèmes du fait de l’étalement spectral de ce
type de forçage. Des expériences proches du point critique pourraient permettre d’étendre la
zone inertielle d’observation de la cascade inverse. Finalement, remarquons que en turbulence
2D, un scénario basé sur des interactions non locales a récemment été étudié pour la génération
d’un spectre basse fréquence [127]. La vérification de la localité des interactions dans le cas de
la cascade inverse d’ondes de gravité serait ainsi intéressante.

7.3 Tiré à part : Experimental study of the inverse cascade in
gravity wave turbulence
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Abstract – We perform experiments to study the inverse-cascade regime of gravity wave
turbulence on the surface of a fluid. Surface waves are forced at an intermediate scale corresponding
to the gravity capillary wavelength. In response to this forcing, waves at larger scales are
observed. The spectrum of their amplitudes exhibits a frequency power law at high enough
forcing. Both observations are ascribed to the upscale wave action transfers of gravity wave
turbulence. The spectrum exponent is close to the value predicted by the weak-turbulence theory.
The spectrum amplitude is found to scale linearly with the mean injected power. We measure also
the distributions of the injected power fluctuations in the presence of upscale (inverse) transfers
or in the presence of a downscale (direct) cascade in gravity wave turbulence.
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Introduction. – Interacting waves on ocean surface
are the most common example of wave turbulence. Wave
turbulence concerns the dynamical and statistical study
of a field of dispersive waves in nonlinear interaction. It is
a rather universal phenomenon since it occurs in various
physical contexts including geophysics, plasma physics,
nonlinear optics or solid-state physics [1]. One of the most
important results of wave turbulence theory is the exis-
tence of out-of-equilibrium stationary solutions for the
wave spectrum that follow Kolmogorov-like cascades of
flux of conserved quantities [1]. This cascade-type behavior
is similar to two-dimensional turbulence ones where both a
direct cascade of enstrophy (rms vorticity) and an inverse
cascade of energy occur [2,3]. In wave turbulence, the
cascades are governed by the nonlinear interaction process
between waves: for a 4-wave process (as for gravity surface
waves) the energy and the wave action are conserved [1,4],
whereas for a 3-wave process (as for capillary waves) only
the energy is conserved [1]. Frequency power law solutions
for the gravity wave spectrum then exist corresponding to
either a constant flux of energy from large to small scale
(direct cascade) or a constant flux of wave action from
small to large scale (inverse cascade) [5]. The direct grav-
ity cascade has been observed in open seas [6], in well-
controlled laboratory experiments [7,8], and in numeri-
cal simulations [9]. The existence of an inverse cascade

(a)E-mail: luc.deike@univ-paris-diderot.fr
(b)E-mail: eric.falcon@univ-paris-diderot.fr

in gravity wave turbulence has been confirmed recently
using numerical simulations [10,11]. These simulations
notably show the formation of both inverse and direct
gravity cascades without interacting with each other and
of the “condensation” of waves at large scale as an anal-
ogous of Bose-Einstein condensation in condensed-matter
physics [11]. Experiments related to the observation of an
inverse cascade in wave turbulence are scarce and concern
either nonlinear optics [12] or heat wave turbulence in
a superfluid [13]. To our knowledge, no observation of
an inverse cascade in gravity wave turbulence has been
reported so far.
In this letter, we report the observation of upscale

transfers in gravity wave turbulence. The energy injected
into the waves at an intermediate scale (corresponding to
the gravity capillary length) generates waves of larger and
larger scales due to the nonlinear wave interactions. A
stationary state is reached and presents properties close to
the inverse cascade of wave action predicted by the wave
turbulence theory [1]. We show that the large-scale cut-off
of this upscale transfer regime is related to the horizontal
finite size of the set-up. We characterized this regime by
measuring the scaling of the wave amplitude spectrum
with the frequency scale and with the power injected into
the waves. The probability density of the injected power
fluctuations is also measured in the presence or in the
absence of the upscale transfer regime of gravity wave
turbulence.
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Experimental set-up. – The experimental setup is
similar to the one used in [7]. It consists in a square plas-
tic vessel, of L= 20 cm side, filled with mercury up to a
height h= 18mm. The properties of mercury are: density
ρ= 13.5× 103 kg/m3, kinematic viscosity ν = 10−7m2/s
and surface tension γ = 0.4N/m. Mercury is used because
of its low kinematic viscosity. Surface waves are generated
by a rectangular plunging wave maker (13 cm in length
and 3.5 cm in height) driven by an electromagnetic vibra-
tion exciter. The crossover frequency between gravity and
capillary linear waves is fgc =

1
2π

√
2g/lc " 17Hz with g=

9.81m/s2 the acceleration of the gravity, and lc =
√
γ/(ρg)

is the capillary length [7]. Gravity waves thus occur for
frequency f <fgc whereas capillary waves occur for f >fgc.
The wave maker is driven around fgc in order to gener-
ate small-scale gravity waves to be able to observe an
upscale transfer regime from this small scale to larger
ones. The wave maker is either driven sinusoidally at a
frequency fp = 19Hz close to fgc or with a random noise
(in amplitude and frequency) band-pass filtered around
fp± 3Hz unless otherwise stated. The depthH of the wave
maker immersion is varied in a range 9!H ! 17mm. The
amplitude of the surface waves η(t) at a given location is
measured by a capacitive wire gauge plunging perpendic-
ularly to the fluid at rest [7]. The frequency cut-off of this
probe is near 400Hz. The signal η(t) is recorded during
500 s using an acquisition card with a 2 kHz sampling rate.
The instantaneous injected power into the fluid I(t) is
given by the product of the wave maker velocity V (t)
and the force F (t) applied by the vibration exciter to
the wave maker [7]. The mean injected power is thus
〈I〉 ≡ 〈F (t)V (t)〉, where 〈·〉 denotes a time average. σF and
σV will denote the rms value of F (t) and V (t).

Wave amplitude power spectrum. – Figure 1 shows
the power spectrum density of the wave amplitude Sη(f)
for different forcing amplitudes when the wave maker is
driven sinusoidally at fp " fgc. At low amplitude of the
forcing (bottom curve), the power spectrum exhibits a set
of peaks corresponding to the excitation frequency fp and
the harmonic ones nfp, with n an integer. We observe
also the presence of two peaks of small amplitudes at
adjacent side-band frequencies fp± δω, and a peak at δω.
These latter are due to the Benjamin-Feir instability that
destabilizes a monochromatic weakly nonlinear wave train
in deep water into a wave train modulated in amplitude
with a modulation frequency δω [14]. When the forcing
amplitude is increased, the growth of the peak amplitudes
at the driving and harmonic frequencies is observed as
well as a broadening in frequency. For the maximum
amplitude of the forcing (top curve), the peak at fp and its
harmonics are still observed, whereas the peak amplitude
at δω has decreased since the frequency broadening of
the fundamental is larger than δω (curves of fig. 1 are
shifted vertically for clarity). Similar results are found
when the frequency of the sinusoidal forcing is varied
around the crossover frequency fgc. Even for the maximum
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Fig. 1: (Color online) Power spectrum density of wave ampli-
tude for different increasing amplitudes of forcing (from bottom
to top). Sinusoidal forcing fp = 19Hz. Wave maker immersion
H = 10mm. Curves are shifted vertically for clarity by a factor
1, 10, 100 and 1000 (from bottom to top). δω= 3.2Hz (see
text).

accessible amplitude of this forcing (top curve in fig. 1),
the spectrum is still discrete with no power law spectrum
neither in the low-frequency part of the spectrum nor
in the high-frequency part. An easy way to increase the
forcing energy at this crossover scale is to use, instead
of a sinusoidal forcing, a random one within a narrow
frequency bandwidth around fgc.
Figure 2 shows the power spectrum density of the

wave amplitude Sη(f) for different forcing amplitudes
when the wave maker is driven with a band-pass–filtered
random noise in a frequency range fp ∈ [16, 22]Hz. At
low amplitude of the forcing (bottom curve), the peak at
the forcing frequencies slightly broadens and its harmonic
near 2fp appears. No power law is observed neither for
f > fp nor for f < fp. When the forcing amplitude is
increased, the spectrum amplitude at fp does not increase,
whereas the ones at frequencies located on both sides of fp
grew significantly. For high enough forcing and for f < fp
(corresponding to the gravity wave regime), a power law
spectrum is observed from the forcing scale (fp) up to a
larger scale over a range less than one decade in frequency
(see top curve and dashed line in fig. 2). Although, quite
narrow in frequency, this range corresponds to more than
one decade in wave number k using the dispersion relation
of linear gravity waves ω(k) =

√
gk with ω≡ 2πf , k≡

2π/λ and λ the wavelength. This power law spectrum is
found to scale as f−α with α= 3.3± 0.2 and could come
from the upscale wave action transfers of gravity wave
turbulence. The gravity wave power spectrum for such an
inverse cascade is predicted as Stheoη ∼ q̃1/3gf−11/3 [1,5]
where q̃ is the mean wave action flux (q̃ has dimension
of [ε̃]/[ω], i.e. L3/T 2, with ε̃ the mean energy flux). The
experimental exponent, α= 3.3± 0.2, found here is thus
in rough agreement with the predicted one 11/3" 3.6. For
f > fp (corresponding to the capillary wave regime), the
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Fig. 2: (Color online) Power spectrum density of wave ampli-
tude for different forcing amplitudes: 〈I〉= 2mW (lower curve),
〈I〉= 15mW (medium curve) and 〈I〉= 45mW (upper curve).
Slopes are: −3.3 (dashed line) and −3.6 (dot-dashed line).
Vertical dashed lines: theoretical resonant frequencies of the
vessel fL = 2Hz and fL/2 = 3.6Hz. The maximum amplitude of
the spectrum centered at 3.7Hz is close to the vessel mode fL/2.
Random forcing: 16! fp ! 22Hz (thick arrow). Wave maker
immersion H = 10mm. Vessel size: L= 20 cm.

spectrum has a rounded shape for f " fp, and displays a
power law for higher frequencies (see top curve and dot-
dashed line in fig. 2). This latter is related to capillary
wave turbulence although the power law exponent found
here (−3.6) is larger than the expected one (−17/6) by
the weak-turbulence theory [1]. The rounded shape of
the spectrum linking the inverse cascade of gravity waves
and the direct cascade of capillary waves could be due
to an accumulation of energy flux in this region. Indeed,
for gravity waves, an inverse cascade of wave action is
theoretically accompanied with a direct cascade of energy
flux [1].
Note that the power law of the inverse regime of gravity

waves is typically reached 50 s after the starting of the
forcing. Thus, it does not allow us to collect enough
statistics to accurately study the transient regime of the
dynamical growth of these upscale transfers.

Discussion. – One can wonder if the above observation
of an upscale wave generation could be ascribed to a mech-
anism different than the inverse-cascade one suggested
here.

i) Cross-waves generated by a wave maker by paramet-
ric instability are known to propagate at a frequency
half of the driving one [15], and could thus pollute
the wave spectrum at small scales. However, the
onset of the occurrence of cross-waves theoretically
depends on the amount of water displaced by the wave
maker [16]. Thus, in our experiments, the immersed
part of the wave maker has been decreased to reduce
the amount of water displaced by this latter. When
the immersion depth H of the wave maker is lower

than two-thirds of the fluid depth h (i.e.,H < 12mm),
we find that the power spectrum of the wave ampli-
tude does not exhibit a peak at a frequency half of
the driving one in contrast with the one observed for
a deep plunging wave maker. No cross-wave is thus
emitted here when H is small enough (as is the case
in all figures).

ii) For our depth of fluid (h= 18mm), waves of wave-
lengths λ* 12 cm are in a deep-water regime (kh+
1). The continuum power law in the gravity regime
is observed in fig. 2 for f > 4Hz corresponding to
wavelengths λ< 8.6 cm (kh> 1.3). One thus probes
kh> 1. Depth effects on wave turbulence properties
have been observed to occur for smaller depths (typi-
cally when h< 12mm for the same frequency range
as here) [17]. The upscale wave generation is thus not
related to a depth effect.

iii) The upscale wave generation observed here is not
due to a zero-frequency modulation instability [18]
or to a defect-mediated turbulent regime [19]. In
these studies, the amplitude of the wave spectrum
at zero frequency is of the order of the maximum
amplitude of the spectrum. Here, the amplitude of
the zero-frequency spectrum is negligible compared to
the maximum amplitude of the spectrum (see fig. 2).
Moreover, our forcing is by means of a wave maker
driven with random noise within a frequency band,
and thus is strongly different than vertically vibrating
the whole vessel at a single frequency (parametric
forcing) as in [18,19].

Thus, the possible spurious effects listed above are not
responsible of the observation of the upscale wave genera-
tion that we ascribed to an inverse-cascade mechanism. An
indirect evidence of this mechanism is the following. If the
system is now driven with a forcing at a higher-frequency
bandwidth in the capillary regime (e.g., fp ∈ [30, 35]Hz),
no power law is observed on the wave spectrum at low
frequency as expected by the wave turbulence theory [1].
Indeed, capillary wave turbulence is assumed to be gener-
ated by a process involving 3-wave interactions, whereas
inverse cascade is predicted to occur only for an even
number of interacting waves (e.g., the 4-wave interaction
process of gravity wave turbulence) [1].

Upscale transfer cut-off. – Let us now focus on the
low-frequency cut-off of the power law spectrum of the
gravity regime. A peak centered at 3.7Hz is observed in
the low-frequency part of the spectrum (maximum ampli-
tude of the spectrum in fig. 2), that seems to end the power
law. This frequency corresponds to a wavelength close to
half of the vessel size, L/2. Indeed, by using the dispersion
relation of gravity waves ω(k) =

√
gk tanh kh, the resonant

frequencies of the vessel corresponding to wavelengths 2L,
L and L/2 are, respectively, 1, 2 and 3.6Hz. The modes
corresponding to wavelengths L and L/2 are displayed in
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Fig. 3: (Color online) Power spectrum density of wave ampli-
tude rescaled by the mean injected power Sη/〈I〉. Different
forcing amplitudes 10! 〈I〉! 60mW and wave maker immer-
sions H = 9, 10 and 11mm. The slope of dashed line is −3.3.
Random forcing: 16! fp ! 22Hz.

fig. 2 (see vertical dashed lines), and well correspond to
peaks observed on the spectrum. The peak centered at
3.7Hz is thus related to a resonant frequency mode of
the vessel that fixes the lowest accessible frequency of the
power law gravity spectrum. The low-frequency cut-off of
the inverse cascade is thus due to the horizontal finite size
of the experimental setup. To what extent this cut-off is
related to a wave condensation phenomenon (large scales
generated by the inverse cascade accumulate in a funda-
mental mode [11]) remains an open question. Finally, note
that the spectrum amplitude at the resonant frequency
fL/2 increases with the driving but does not broaden in
frequency (see fig. 2). This rules out a possible mechanism
that would transfer energy directly from this fundamental
mode to smaller scales instead of the suggested mechanism
of upscale wave generation by an inverse cascade of wave
action.

Spectrum scaling with the injected power. – We
now turn to the scaling of the spectrum amplitude Sη(f)
with the mean injected power 〈I〉. Figure 3 shows the wave
spectra Sη(f) rescaled by 〈I〉 for different 〈I〉 (varying
by a factor 6) and for a random forcing at intermediate
scales (fp ∈ [16, 22]Hz). For frequencies f < fp, all spectra
are found to collapse. The best scaling for this regime
is Sη ∼ 〈I〉1±0.1. Surprisingly, this scaling for the inverse
cascade of gravity wave turbulence is the same as the one
obtained for both gravity and capillary direct cascades
when using a large-scale forcing [7,18]. We have checked
that the immersion height of the wave maker H does not
change this scaling of both direct cascades for the large-
scale forcing. Finite-size effects of the container could be
an explanation for this similar scaling for both inverse
and direct gravity wave regimes: inverse transfers generate
larger and larger scales up to almost the vessel size leading
to a significant finite-size effect, as when the forcing is at
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Fig. 4: (Color online) Probability density functions of the
rescaled injected power I/σI . Red (light gray) solid line: with
an inverse gravity cascade (intermediate-scale forcing fp ∈
[16, 22]Hz). Black solid line: with a direct gravity cascade
(large-scale forcing fp ∈ [0.1, 6]Hz). 〈I〉= 45mW for both
cases. The dashed lines are the predictions of ref. [21] with
〈I〉/σI = 0.15 (red (light gray) line), and 0.5 (black line). The
dash-dotted lines are 〈I〉/σI = 0.15 (red (light gray) line), and
0.5 (black line). H = 10mm.

large scale since it directly generates scales of the order
of the vessel size. The inverse cascade of gravity waves
theoretically depends on the mean wave action flux q̃≡∫
q(k)dk and its spectrum is predicted to scale as q̃1/3 (see
above). Although the mean energy flux ε̃≡

∫
ε(k)dk is a

measurable quantity (ε̃∼ 〈I〉—see [7]), and q(k) and ε(k)
are related by ∂ε(k)∂k = ω(k)

∂q(k)
∂k , we have currently no way

to measure q̃. An estimate of the value of q̃ would require
an estimate of the number of wave modes in interaction.
It is not possible with a temporal measurement at a single
location but should deserves further studies with a spatio-
temporal one [20].

Distribution of the injected power. – Figure 4
shows the probability density function (PDF) of the
instantaneous injected power, I(t), rescaled by its
rms value, σI , in the presence of an inverse cascade
(intermediate-scale forcing) or in the presence of a direct
gravity cascade (large-scale forcing) both for the same
forcing value of 〈I〉. In both cases, the main properties of
the PDF found in [21] are observed: i) the most probable
value is 0, ii) strong fluctuations occur up to 10 times the
rms value σI , iii) the PDF displays roughly exponential
tails for both positive and negative values of I, and
iv) the model introduced in ref. [21] with any adjustable
parameter (when 〈I〉/σV σF " 〈I〉/σI is experimentally
known) captures well both PDF shapes (see dashed lines
in fig. 4). Moreover, we find that both PDFs do not
depend on the forcing amplitude. Indeed, the PDF(I/σI)
for different forcing (within our range of 〈I〉) well collapse
either for the direct cascade case or for the inverse one
(not shown).
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The main difference between both PDFs is that negative
events of injected power are more likely when upscale
transfers occur in the presence of a direct gravity cascade.
It means that the energy coming back to the wave maker
is more probable in the presence of an inverse cascade
than in the presence of a direct cascade leading to a
more symmetric PDF. This increase of energy transferred
to the wave maker can be seen as a large-scale effective
dissipation.

Conclusion. – Experiments related to the observation
of an inverse cascade in wave turbulence are scarce. Here,
we have performed experiments in order to observe in
laboratory the inverse cascade in gravity wave turbulence
on the surface of a fluid. To wit, surface waves are forced
at an intermediate scale corresponding to the gravity
capillary wavelength. Due to nonlinear wave interactions,
waves at larger scales are observed and their amplitudes
exhibit a frequency power law spectrum at high enough
forcing. Both observations are ascribed to the upscale wave
action transfers of gravity wave turbulence. The exponent
of the spectrum is close to the predicted value of the weak-
turbulence theory. The amplitude of the spectrum is found
to scale linearly with the mean energy flux. Finally, the
measurement of the probability distribution of injected
power fluctuations shows that the energy given back to
the wave maker is more likely in the presence of upscale
(inverse) transfers than in the presence of direct cascade
in gravity wave turbulence.
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8.1 Contexte

Nous avons discuté dans le chapitre introductif (chap. 3) la grande variabilité de résultats
observés pour le spectre des ondes de gravité à la surface d’un liquide. Dans le cas océanique,
l’existence d’un forçage à de multiples échelles par le vent complexifie encore plus le problème. Les
expériences de laboratoire sont donc d’un grand intérêt pour tester la turbulence d’ondes dans le
cas des ondes de gravité. Nous allons brièvement rappeler les principaux résultats expérimentaux
en turbulence d’ondes de gravité et les scénarios théoriques proposés.

Les expériences ont principalement porté sur la caractérisation de la cascade directe d’énergie
des grandes vers les petites échelles. Les ondes sont généralement forcées à basse fréquence par
des batteurs et un spectre en loi de puissance est observé. La pente de ce spectre est la plupart
du temps trouvé en désaccord avec les prédictions de la turbulence faible et dépendre de la
puissance injectée et donc de l’intensité des non-linéarités du système. La pente du spectre est
de plus en plus faible à mesure que les non-linéarités sont grandes [20, 27, 28, 25, 26]. L’origine
du désaccord est mal compris, et différentes hypothèses ont été proposées, les effets de taille finie
[20], la présence de fortes non linéarités [28], ou encore la présence d’ondes liées [25, 26].

Ces hypothèses peuvent être discutés dans le cadre de la théorie de turbulence faible afin
d’expliquer les différences entre expériences et théorie. Les effets dissipatifs pourraient expliquer
cette variation des spectres avec l’amplitude de forçage comme nous l’avons vu pour les ondes
capillaires à forte viscosité (chap 5). Ensuite la coexistence possible des cascades inverse et
directe peut être avancé, ainsi que l’existence de structures cohérentes par exemple de type
déferlements et l’apparition d’intermittence. Nazarenko propose ainsi l’idée d’un cycle de la
turbulence d’ondes qui oscille entre solution faiblement non linéaire, génération de forte non-
linéarité et intermittence, puis retour aux faible non-linéarité [8]. Le principe de ce scénario est
le suivant : l’énergie est conservée à travers la cascade d’ondes de gravité, ainsi l’amplitude des
ondes est constante à travers les échelles et la raideur des ondes est donc de plus en plus forte à
mesure que l’on progresse vers les hautes fréquences. La limite de faibles non-linéarités est donc
violée à une échelle donnée et induit des phénomènes intermittents de déferlements. Les effets
de taille finie sont également discutés par Nazarenko qui propose d’expliquer l’évolution de la
pente du spectre avec l’intensité des non-linéarités : à faible non-linéarité, l’effet de confinement
sur les modes est important et un spectre d’avalanche due à cet effet de taille finie se développe
(SL

η ∼ f−6 [67]). Pour des amplitudes plus importantes, les interactions non linéaires deviennent
possible et le spectre de vagues tend vers la solution de Kolmogorov-Zakharov SKZ

η ∼ f−4.
Enfin mentionnons le spectre de Kusnetsov qui considère l’advection à vitesse constante d’une
singularité 1D (type ondes de Stokes) et obtient SKu

η ∼ f−4 [64].
L’hypothèse de faible non-linéarité étant peu vraisemblable dans un océan réel, d’autres

dérivations théoriques ont été proposées par la communauté océanographique afin d’expliquer la
forme du spectre de hauteur des vagues dans l’océan comme le spectre de Phillips, qui suppose
que toute l’énergie est dissipée par déferlement, et donne SPh

η ∼ f−5 [47]. Dans la continuité
de cette démarche, des travaux récents mettent l’accent sur la compréhension des processus de
dissipation non linéaire des ondes, notamment par déferlements, et une description spectrale de la
puissance dissipée par déferlements a récemment été proposée à partir d’une approche combinée
d’expérience de laboratoire, de mesure in situ et de simulations numériques [89, 128, 129].

Nous avons réalisé une série d’expériences de turbulence d’ondes de gravité dans des bassins
de tailles variées, ainsi que différentes conditions aux limites (absorbantes ou réfléchissantes)
et différents types de forçages. Les expériences en grand bassin (> 10 m) ont été réalisées à
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l’Ecole Centrale de Nantes (ECN) dans le cadre de la collaboration Turbulon (financement ANR)
réunissant le LHHEA de l’ECN, le laboratoire MSC (Université Paris Diderot), le laboratoire
LPS (ENS Paris) et le laboratoire SPHINX (CEA). Les résultats présentés ici sont le fruit des
deux premières campagnes de mesures réalisées en octobre 2012 dans le grand bassin et avril
2013 dans le petit bassin. Les bassins à vagues de l’ECN sont décrits au § 8.2 ainsi que les
différentes configurations expérimentales. Des d’observations directes sont tout d’abord décrites
au § 8.3. L’analyse du régime stationnaire est présentée au § 8.4. Deux aspects sont principalement
abordés, la variabilité des spectres et les corrélations spatiales entre les différents points de
mesures obtenus pour les différentes configurations testées. Une discussion de ces résultats sur
l’influence du type de forçage et de conditions aux limites est finalement donnée au § 8.5.

8.2 Bassin à vagues de l’Ecole Centrale de Nantes

Géométrie des bassins. Deux bassins à houle rectangulaires de grande taille sont disponibles
à l’Ecole Centrale de Nantes et sont schématisés sur la fig. 8.1a. Le grand bassin (G.B.) a pour
dimensions latérales 50 m par 30 m et est profond de h = 5 m et le petit bassin (P.B.) a pour
dimensions 15 m par 10 m et est profond de h = 1.90 m. Dans les deux bassins les ondes sont
générées par le déplacement de plusieurs panneaux constituant l’un des murs en largeur. Les
batteurs à vagues font face à une plage absorbante à l’autre bout du bassin. Dans le cas du petit
bassin un mur en bois a pu être monté au début de la plage pour étudier le rôle des réflexions
des ondes. Dans les deux cas, la profondeur du bassin est suffisante pour être en condition d’eau
profonde vis à vis des longueurs d’ondes excitées kh ≫ 1. Nous verrons que l’ajout du mur va
engendrer de multiples réflexions et donner des résultats très différents de ceux avec la plage.

Batteurs à vagues. Dans le petit bassin le batteur est constitué de deux volets de 5 mètres de
largeur, dans le grand bassin le batteur est constitué de 48 volets de 62 cm. Ces volets sont pilotés
par ordinateur et les forçages suivant sont utilisés : sinusoidal à la fréquence fp et d’amplitude
η0, bruit filtré de largeur ∆f (B.B.) autour d’une fréquence de forçage fp et de valeur efficace
d’amplitude de forçage ση, et forçage Jonswap (J). Le forçage Jonswap correspond à un spectre
d’état de la mer observé en mer du Nord [63], de forme :

Sη(ω) = αg2ω−5 exp

(
−5

4

(ωp

ω

)4)
γ
exp

−(ω−ωp)
2

2σ2
j
ω2
p cosN (θ) (8.1)

avec ωp la fréquence centrale du maximum du spectre, α un paramètre d’amplitude, σj = 0.9 un
paramètre fixé etN le paramètre de directionnalité. Lorsque N est petit on parlera de houle multi-
directionnelle (N=24) alors que la houle uni-directionnelle (1D) est caractérisée par N → ∞.
Un exemple de spectre Jonswap est illustré sur la fig. 8.1d et deux exemples du paramètre
de directionnalité cosN (θ) fig. 8.1e Le grand nombre de paramètres ajustables témoigne de la
complexité de la modélisation de l’état de la mer. Le paramètre d’amplitude est contrôlé par la
hauteur des vagues crête à creux σ2η =

∫
dωSη(ω), relié à la hauteur crête à creux des vagues

Hs = 4ση. Les caractéristiques de ce spectre sont un maximum autour de la valeur ωp = 2πfp
d’une certaine largeur de spectre donné par le paramètre γ, correspondant à une valeur ∆f .
A basse fréquence, le spectre décroît exponentiellement, et à haute fréquence il suit une loi de
puissance en ∼ ω−5. Cependant la partie haute fréquence du Jonswap n’est pas effective du fait
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Figure 8.1 – (a). Schéma des bassins à vagues de l’ECN à Nantes. Les caractéristiques du grand
(noir) et petit bassin (rouge) sont indiquées. (b) Schéma du forçage par houle uni-modale (M) et
(c) bi-modale croisée (C). Les distributions angulaires du spectre de forçage sont illustrées. (d)
Type de forçage théorique : Jonswap (−) et bruit blanc filtré (−−) pour des fréquences et des
amplitudes efficaces de forçage équivalentes. En pratique, la coupure mécanique des batteurs à
2 Hz rend les deux types de forçages équivalents. (e) Paramètre de directionnalité du Jonswap
pour N=24 et N=1000.
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Forçage/Bassin (G.B.) (P. B.) Plage P. B. Mur
Houle multi-
directionnelle
(M), Jonswap,
N = 24

fp ∈ 0.6-1.2 Hz - -
λp ∈ 1-4 m - -
∆f 0.16-0.75 Hz - -
Hs ∈ 5-50 cm - -

Houle croisée (C),
Jonswap, N = 24

fp ∈ 0.6-1.2 Hz - -
λp ∈ 1-4 m - -
∆f 0.75 Hz - -
Hs ∈ 5-50 cm - -

Houle uni-
directionnelle (U)
Jonswap, N → ∞

fp ∈ - 1 ; 1.15 1 ; 1.15 Hz
λp ∈ - 1m 1m
∆f - 0.3 ; 0.15 Hz 0.3 ; 0.15 Hz
Hs ∈ - 2-5 cm 2-5 cm

Bruit filtré (B.B.)

fp ∈ - 1 ; 1.15 1 ; 1.15 Hz
λp ∈ - 1m 1m
∆f - 0.3 ; 0.15 Hz 0.3 ; 0.15 Hz
ση ∈ - 0.5-2 cm 0.25-1 cm

Sinusoidale (S)
fp ∈ 0.8 ; 1.2 Hz 1 -
η0 ∈ 1-10 cm 1-4 cm -

Table 8.1 – Résumé des paramètres de forçages

de la coupure mécanique des batteurs à environ 2 Hz. Ainsi les deux types de forçage, Jonswap
et bruit filtré sont quasiment identiques et donneront des champs de vagues équivalents.

Les forçages accessibles dans les deux bassins sont cependant assez différents en terme de
directionnallité.

Dans le grand bassin, le batteur est constitué de 48 volets qui permettent de générer des
spectres complexes présentant une forte directionnalité. Deux types de forçage seront ainsi uti-
lisés, le cas d’une onde multi-directionnelle uni-modale (M) ayant une seule direction prin-
cipale et une largeur angulaire déterminée par le paramètre cos(θ)N et le cas d’une houle
multi-directionnelle bi-modale croisée (C) faisant se rencontrer deux faisceaux d’ondes multi-
directionnelle au milieu du bassin. Le paramètre de directionnalité est montré sur la fig. 8.1e
et les deux types de houle sont schématisés sur les fig. 8.1b et 8.1c. Le cas d’une houle croisée
permet a priori une directionnalité plus forte puisque le spectre de vagues aura un étalement
donné par le paramètre cos(θ)N centrée autour de deux directions principales.

Le batteur du petit bassin est lui constitué de deux panneaux qui restent en phase et le
forçage est donc quasi uni-directionnel, avec N → ∞.

Les paramètres de forçages sondés expérimentalement sont résumés dans le tableau 8.1.

Mesure de la hauteur des vagues La hauteur des vagues est mesurée en différents points du
bassin par des sondes résistives (Churchill) d’une taille d’ environ 80 cm et des sondes capacitives
sont faites maison, similaires à celles utilisées en laboratoire (cf. chap. 4, 5 et 7). L’électronique
des sondes capacitives a été adaptée par rapport aux sondes de 5 cm. Le rapport signal sur bruit
est similaire et nous accédons ainsi à des mesures de hauteur de la dizaine de cm jusqu’à 0.1
mm environ et permet de mesurer des ondes à hautes fréquences jusqu’à environ 100 Hz. Le
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fonctionnement des sondes résistives Churchill est décrit dans [130], et elles sont constitués de
deux tiges, la limite haute fréquence de mesure est de environ 10 Hz du fait de l’écart entre les
deux tiges et des vibrations transverses de la sonde. Les sondes sont placées en réseau, environ
au milieu du bassin, permettant d’obtenir une information spatiale partielle sur l’état du champ
de vagues. Les configurations utilisées lors des différentes campagnes sont schématisées sur la fig.
8.7.

La hauteur des vagues est mesurée pendant toute la durée de l’expérience dès le début du
forçage. Il sera ainsi possible d’observer le temps d’établissement du régime stationnaire, et le
déclin des ondes une fois les batteurs arrêtés.

Remarquons que les longueurs d’ondes de forçages seront comprises entre λp ∈ [1 : 4] m (1.2
et 0.6 Hz) dans le grand bassin et autour de 1 m (1 Hz) dans le petit bassin. Ainsi il y aura entre
10 et 20λp entre la position des batteurs et la position des sondes. Les sondes peuvent donc être
considéré loin des batteurs au contraire des expériences présentées dans les chapitre 4, 5 où λp
était de l’ordre de grandeur de la cuve.

8.3 Observations directes

8.3.1 Transitoires et régimes stationnaires

Les observations décrites par la suite sont faites sur l’une des sondes capacitives située ap-
proximativement au milieu de la direction latérale du bassin et à grande distance des batteurs
et de la plage ou du mur (cf. fig. 8.7). Plusieurs sondes sont utilisées dans les expériences et les
résultats qualitatifs identiques dans leur gamme de mesure. La figure 8.2 montre des exemples
de signaux de hauteur de vagues η(t) mesurés par une sonde capacitive au cours du temps et des
photographies typiques des champs de vagues pour les différentes configurations.

Grand bassin avec plage. La figure 8.2a montre η(t) à partir du moment où les batteurs
sont actionnés, dans le cas du grand bassin (avec plage) pour une amplitude de forçage donnée
(houle croisée). L’amplitude mesurée croît rapidement pour atteindre un régime stationnaire
après environ une minute et l’amplitude des ondes fluctue ensuite fortement, avec une valeur
efficace environ constante. Le régime stationnaire est ainsi définie et délimité par les barres
verticales sur la fig. 8.2a. Un zoom de ce signal est présenté sur la fig. 8.2b. Lorsque les batteurs
sont arrêtés, l’amplitude décroit d’abord très rapidement en environ une minute. Ce temps de
déclin très court et du même ordre que le temps d’établissement. Il correspond au temps de
propagation des ondes du batteur à la sonde. Cette phase est suivie d’un déclin très lent lié à
la relaxation des modes transverses du bassin. Les observations sont similaires sur un signal de
houle multi-directionnelle. Lorsque l’amplitude de forçage croît les mêmes observations sont faites
avec simplement une vitesse de propagation plus rapide, explicable par la correction non-linéaire
de la vitesse de phase des ondes de gravité (ondes de Stokes) [1]. Des photos typiques illustrent
cet état de houle stationnaire, dans le cas d’un forçage (C) (fig 8.2d) et (M) (fig. 8.2c).

Petit bassin avec et sans plage La figure 8.2e montre le signal de hauteur des vagues
dans le petit bassin en présence de la plage absorbante. Les observations sont qualitativement
similaires à celles dans le grand bassin. Les transitoires sont plus courts (moins d’une minute) du
fait du temps de propagation plus court du paquet d’ondes des batteurs aux sondes. Le régime
stationnaire est identifié de la même manière par une valeur efficace environ constante. La houle
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Figure 8.2 – Exemple de houle, photos et signaux typiques de la hauteur des vagues. a-d Grand
bassin avec plage. e-h Petit bassin, avec plage (e,g) et avec mur (f,h). Sur les signaux η(t), le
régime stationnaire est délimité par les pointillés verticaux alors que ση (calculé sur des tranches
de ≈ 15 s) est indiqué en noir.
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Figure 8.3 – Exemple d’un déferlement imminent d’une onde de gravité. Le sens de propagation
est de droite à gauche. La pente de la vague est quasi verticale, témoignant du début de son
retournement.

apparait cependant clairement uni-directionnelle comme le montre qualitativement la photo de
la fig. 8.2g et est différente des houles (C) (fig 8.2d) et (M) (fig. 8.2c) obtenues dans le grand
bassin.

En présence d’un mur, les transitoires sont beaucoup plus long qu’avec une plage comme le
montre la fig. 8.2f. Le déclin dure notamment beaucoup plus longtemps, le temps d’amortisse-
ments étant de plusieurs minutes. Ceci s’explique par l’absence de la plage absorbante qui fait
déferler les ondes en bout de bassin et agit ainsi comme une source de dissipation. En présence
d’un mur, les ondes subissent des réflexions et la dissipation vient de l’amortissement propre
des ondes par viscosité ou du pompage non linéaire par un mécanisme turbulent. L’étude du
déclin de la turbulence d’ondes de gravité pourrait ainsi être réalisée en présence d’un mur par
un protocole similaire à celui du chapitre 4. De plus le champ de vagues apparait plus complexe
du fait des réflexions multiples, comme illustré par la photo sur la fig. 8.2h, que dans le cas avec
une plage absorbante (cf. fig. 8.2g).

8.3.2 Evènements de déferlements

Différents évènements extrêmes sont visibles directement sur le signal de hauteur des vagues
comme le début du processus de déferlements identifié par un signal quasi-vertical (début du
retournement), illustré sur la fig. 8.3. Ces évènements participent à remplir les hautes fréquences
de la réponse spectrale. L’analyse détaillée de ces évènements et leur influence sur l’état statis-
tique du champ de vagues ne sera pas abordée ici mais est l’une des perspectives de ce travail et
nécessite des outils tels que l’analyse en ondelettes, par exemple comme dans [131].

8.4 Régime stationnaire

Nous allons maintenant présenté une analyse du régime stationnaire et de la cascade directe
d’ondes de gravité à partir des spectres de hauteur des vagues Sη(f) et des corrélations spatiales
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entre les différentes sondes.

8.4.1 Spectre de la hauteur des vagues

Expériences en grand bassin avec plage

Les mesures de Sη(f) en grand bassin avec plage sont issues des fils capacitifs. Le forçage est
soit uni-modale avec une direction principale (M) ou bimodales (C) (croisement de deux faisceaux
multi-directionnelles). La figure 8.5 (a-d) montre quatre exemples de spectre de la hauteur des
vagues pour différentes conditions de forçages. Une loi de puissance est observée dans le régime
des ondes de gravité sur une décade en fréquence environ Sη ∼ f−β, avec β ≈ 5 ± 0.4. La loi
de puissance commence environ à la fréquence de forçage centrale fp et s’arrête autour de la
transition gravito-capillaire dans l’eau fgc ≈ 13 Hz. Une loi de puissance est également observée
dans la gamme de fréquence capillaires, entre 20 et 100 Hz, avec un exposant en accord avec la
prédiction théorique de la turbulence faible pour les ondes capillaires, de manière similaire aux
résultats en petite cuve du chap. 5. La loi de puissance capillaire n’est pas toujours visible dans
ces expériences du fait de phénomènes pouvant augmenter le bruit à hautes fréquences, comme
des micro-déferlements ou des éjections de gouttes sur le fil capacitif.

Les figures 8.5 (e-f) montrent deux séries de spectres de la hauteur des vagues dans le grand
bassin pour des forçages en houle uni-modale (M) et houle bi-modale croisée (C) pour des am-
plitudes de forçages croissantes. La loi de puissance pour les ondes de gravité est bien observée à
partir d’une certaine amplitude de forçage. La pente du spectre de gravité change légèrement avec
l’amplitude de forçage : une analyse systématique a été réalisée et les résultats seront présentés au
§ 8.6 de manière synthétique en comparant les différentes configurations. Ainsi l’excitation d’un
spectre multi-directionnel à basse fréquence permet après propagation des ondes sur la moitié
du bassin l’observation d’un spectre de vagues présentant une phénoménologie de deux cascades
directes turbulentes, l’une d’ondes de gravité et l’autre d’ondes capillaires. Le mélange des ondes
se fait donc pendant la propagation et pendant la rencontre des ondes au niveau de la sonde,
soulignant l’idée d’une localité des interactions dans l’espace réel. Les résultats apparaissent
similaires pour les deux types de houle (M) et (C).

Il est à noter que la localisation du maximum du spectre se situe à fp dans le cas d’un forçage
basse fréquence (fp = 0.6 Hz, fig. 8.4a,d) tandis que pour un forçage à plus haute fréquence
(fp = 1.2Hz, fig. 8.4b), le maximum du spectre est observé à une fréquence plus faible que fp, à
environ 0.9 Hz. Cette observation est semblable au "downshift" observé en simulation numérique
et qui est la signature du début d’une cascade inverse [38, 42].

Expériences en petit bassin avec plage

La figure 8.5a montre Sη(f) en présence de la plage. Dans le régime des ondes de gravité, le
spectre est observé en loi de puissance avec une pente proche de 4. La figure 8.5c montre la même
configuration pour des amplitudes de forçage croissantes. A forçage suffisamment important, la
pente du spectre semble être peu modifiée par l’amplitude de forçage. Le spectre capillaire est
également observé en loi de puissance avec un exposant toujours proche de celui théorique.
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Figure 8.4 – (a-d). Exemples de Sη(f) pour différentes configurations de forçage. Les ajus-
tements en loi de puissance sont indiqués en pointillés. (e-f) : Sη(f), fp = 0.6 Hz, forçage
M (e) et C(f) avec l’amplitude de forçage croissante de bas en haut. Les spectres théoriques
SKZ,cap
η ∼ f−17/6 et SKZ,grav

η ∼ f−4 sont indiqués en pointillés.
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Figure 8.5 – Sη(f) pour en présence de la plage absorbante (a,c) et en présence du mur (b-d).
L’amplitude de forçage augmente de bas en haut (b,d), avec les spectres théoriques indiqués.
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Expériences en petit bassin avec mur

La figure 8.5b montre Sη(f) en présence du mur, avec un régime d’ondes de gravité également
en loi de puissance de pente proche de 4. Cependant, pour des amplitudes de forçage croissantes
(8.5d), la pente du spectre varie plus fortement que dans le cas avec plage. Le changement
des pentes de spectre avec le forçage est donc lié aux conditions aux limites (absorbantes ou
réfléchissantes).

Evolution de l’exposant fréquenciel des pentes de spectre de gravité β avec le forçage.

L’évolution des pentes de spectre de gravité −β en fonction de l’amplitude de forçage est
quantifiée par la figure 8.6, pour les trois séries d’expériences, grand bassin avec plage, petit
bassin avec plage et petit bassin avec mur. Le paramètre d’amplitude de forçage choisi est la
valeur du spectre à 3 Hz, Sη(3Hz), au sein de la cascade d’ondes de gravité. Ce choix est justifié
par le fait qu’il permet de ne pas prendre en compte les faibles amplitudes de forçages où une loi
de puissance n’est pas définie [28]. Dans tous les cas −β augmente avec l’amplitude de forçage
allant de -6 à -4. De plus l’évolution de β apparait indépendante de fp et ∆f pour les paramètres
explorés.

Trois faisceaux de courbes se regroupent : les résultats avec (bleu) et sans plage (rouge)
sont différents dans le petit bassin (cas d’un forçage quasi 1D), et en grand bassin les forçages
(M) et (C) forment un troisième cas (vert). La croissance de −β est plus rapide dans le cas du
forçage uni-directionnel avec plage, la valeur de pente de 4 étant atteinte pour des amplitudes
de spectre relativement faible. Les différentes houles complexe testées en grand bassin présentent
une croissance plus lente. La croissance la plus lente est observée dans le cas du petit bassin avec
mur.

La directionnallité et le mélange des ondes induits par les conditions de forçage et les condi-
tions aux limites modifient donc l’évolution de l’exposant fréquentiel des spectres avec l’amplitude
de forçage. Nous allons maintenant chercher à quantifier cet effet par des mesures de corrélation
entre les sondes.

8.4.2 Corrélations spatiales entre les sondes

Définitions

L’utilisation simultanée de plusieurs sondes, permet d’extraire des informations spatiales à
partir des fonctions de corrélations croisées entre les différents signaux, calculées, entre les sondes
i et j par :

Cij(τ) =

∫∞
−∞ ηi(t) ηj(t+ τ) dt√

CiiCjj

(8.2)

avec Cii =
∫∞
−∞ ηi(t)ηi(t + τ) dt, la fonction d’auto-corrélation et i, j désigne le numéro de la

sonde considérée. La fonction de corrélation est donc normalisée, variant de -1 à 1.
L’amplitude du maximum de corrélation Cm

ij et la position temporelle de ce maximum τij ,
donnent des informations sur le degré de mélange du champ de vagues et les éventuels phénomènes
propagatifs entre deux sondes. Un maximum de corrélation, égal à 1 Cm

ij = 1 correspond à
une corrélation totale des signaux alors que Cm

ij = 0 correspond à deux signaux parfaitement
décorrélés. Remarquons que la décorrélation entre deux sondes peut provenir du phénomène de
dispersion linéaire du paquet d’ondes ou d’une décorrélation induite par interaction non linéaire.
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Figure 8.6 – Bilan des exposants −β, du spectre d’ondes de gravité Sη ∼ f−β pour les différentes
expériences, en fonction de l’amplitude du spectre à 3hz Sη(3hz).
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La figure 8.7 indique les positions des sondes dans les deux bassins.

Petit bassin avec un forçage unidirectionnel

Nous allons tout d’abord analyser le cas du petit bassin et la différence induite par les
conditions aux limites (absorbantes ou réfléchissantes) sur les corrélations dans le cas d’un forçage
1D. Les sondes sont placées de manière à analyser la corrélation entre deux sondes à même
distance du batteur (sondes 1 et 2 sur la fig. 8.7 b) ou deux sondes dans l’axe du batteurs
(sondes 2, 3 et 4). Chaque sonde est distante de 1.80 m à 2 m les unes des autres, correspondant
à une fréquence de 0.9 Hz pour les ondes de gravité en eau profonde, soit une échelle dans la
gamme de forçage.

Sondes 1 et 2 parallèles au batteur. Considérons les sondes 1 et 2 situées à même distance
du batteur, écarté de 2 m. Le temps τ2,1 du maximum de corrélation est indiqué sur la fig. 8.8a.
Ce temps est systématiquement à τ2,1 = 0 s, pour les mesures avec plage (fig. 8.8a, symboles
bleus) et l’amplitude de corrélation correspondante Cm

2,1 est proche de 1 comme indiqué sur la
fig. 8.8b. Ainsi, le champ de vagues avec plage, apparaît fortement unidirectionnel et ne dépend
quasiment pas de la coordonnée transverse. Le spectre de vagues correspondant est donc formé
par le passage successifs de vagues non linéaires quasi-1D, comme en témoigne qualitativement
la photo de la fig. 8.2g.

En présence du mur, τ2,1 ≈ 1 s, pour la plupart des mesures et parfois est en avance ou en
retard d’une dizaine de secondes (fig. 8.8a, symboles rouges). De plus Cm

2,1 est beaucoup plus
faible et de l’ordre de 0.25 (fig. 8.8b). Ainsi, les réflexions multiples ont permis de perdre le
caractère 1D du champ de vagues générées par le forçage et un mélange des ondes à eut lieu.
Cette observation quantitative confirme les observations faites à partir des photos (cf. fig. 8.2g
et 8.2h).

Sondes 2, 3 et 4 dans l’axe de vibration du batteur. Les sondes situées dans l’axe
de vibration du batteur (sondes 2,3,4 fig. 8.7 b) présentent également une forte corrélation en
présence de la plage (fig. 8.8d et 8.8f, symboles bleus), soulignant la présence d’une même vague
se propageant de sondes en sondes. La corrélation est beaucoup plus faible en présence du mur
du fait des réflexions et du mélange d’ondes (fig. 8.8d et 8.8f, symboles rouges).

Un décalage temporel des maxima est observé, τi,j ̸= 0 (fig. 8.8c et 8.8e), et s’interprète par
la propagation d’un paquet d’ondes en provenance des batteurs. En effet la distance entre les
sonde 2 et 3 vaut d = 1.80m et cette dernière sonde est plus éloignée du batteur. On peut estimer
le retard temporel à τr = −d/vg avec vg = g/(2ω) la vitesse de groupe des ondes de gravité. Il
vient τr ≈ −2.3 s, pour une fréquence de 1Hz. Le même raisonnement appliqué entre les sondes
2 et 4, avec d = 2m donne τr ≈ +2.6 s. Ces temps décrivent assez bien les temps sur les fig. 8.8c
et 8.8e pour les corrélations entre les sondes 2-3 et 2-4.

Pour résumé, les corrélations sont très fortes en présence d’une plage absorbante. Le forçage
unidirectionnel, bien qu’aléatoire dans une bande de fréquence engendre des vagues se propageant
sans interagir suffisamment avant d’être absorbées par la plage. En présence d’un mur, cette
forte corrélation est brisée du fait des réflexions multiples, les ondes pouvant ainsi se mélanger
et interagir.



8.4. RÉGIME STATIONNAIRE 129

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
−20

−10

0

10

20

ση (m)

τ (
21

) (
s)

(a) τ21

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ση (m)

C
m

(2
1)

(b) Cm
21

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04−3.5

−3

−2.5

−2

ση (m)

τ (
23

) (
s)

(c) τ23

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
0.2

0.4

0.6

0.8

1

ση (m)

C
m

(2
3)

(d) Cm
23

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
2

2.5

3

3.5

4

ση (m)

τ (
24

) (
s)

(e) τ24

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
0.2

0.4

0.6

0.8

1

ση (m)

C
m

(2
4)

(f) Cm
24

Figure 8.8 – Temps τi,j (gauche) du maximum de corrélation d’amplitude Cm
i,j (à droite) entre

les sondes 2-1 (a-b) ; 2-3 (c-d) et (2-4) (e-f), pour différents amplitudes de forçage ση. En absence
de mur (bleu) les signaux sont fortement corrélés (Cm

ij ∈ [0.7 : 1]), alors qu’avec le mur (rouge), la
corrélation est faible (Cm

ij ∈ [0.1 : 0.45]). Dans le cas où les sondes sont alignées dans la direction
du forçage (c,f), τ négatif/positif correspond à un retard/avancée de la sonde i par rapport à
la sonde j en terme de propagation. Conditions aux limites Plage (bleu), Mur (rouge) avec (∗) :
B.B., fp = 1 et ∆f = 0.6 Hz ; (+) : B.B., fp = 1 et ∆f = 0.3 Hz ; (◦) : J., fp = 1 et ∆f = 0.6
Hz ; (x) : J., fp = 1 et ∆f = 0.3 Hz
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Grand bassin avec forçage multi-directionnelle, uni-modale (M) et bi-modale croisée
(C)

Dans le grand bassin, trois sondes disposées en triangle, distantes d’environ d = 3 m et d = 5
m ont été analysées (schéma fig. 8.7 a). Une longueur d’ondes de 3 m correspond à une fréquence
de 0.7 Hz incluse dans les échelles de forçage.

Les temps du maximum de corrélation sont trouvés assez semblables pour les deux types de
forçages (M et C). Entre les sondes 2 et 3, τ2,3 = 0 s (fig. 8.9a, symboles rouges), témoignant du
fait que les paquets d’ondes arrivent en même temps. Dans le cas d’une houle croisée, un retard
ou une avancée faible est observé, |τ2,3| ≈ 0.7 s et pourrait correspondre à la provenance des
ondes induites par la réflexion (fig. 8.9a, symboles bleus). L’origine du retard temporel observé
entre les sondes 1-2 et 1-3 est similaire du fait des emplacements et est lié à la propagation.
En effet τ1,2 ≈ 2.2 et τ1,3 ≈ −2.4 s (fig. 8.9c et 8.9e), pour les deux types de houles, et comme
précédemment cela s’explique par et τr = −d/vg ∈ [2 : 3] s, pour des fréquences entre 0.6 et 1
Hz.

Les résultats sur l’intensité des corrélations présentent des différences importantes entre les
deux types de forçage (M et C). Dans le cas des sondes 2-3 à même distance du batteur, pour
le cas uni-modale (M), Cm

2,3 diminue fortement lorsque fp augmente et donc λp diminue, passant
de 0.65 pour fp = 0.6 Hz (λp ≈ 4 m) à 0.2 pour fp = 1.2 Hz (λp ≈ 1 m). Ceci nous indique que
les corrélations sont liés à la longueur d’ondes du pic du spectre (et la distance entre les sondes).
Dans le cas d’une houle croisée bi-modale (C), Cm

2,3 ≈ 0.3 est assez faible et ne dépend pas de fp.

Entre les sondes 1-2 et 1-3, les amplitudes des corrélations sont fortes (Cm ≈ 0.7) dans le cas
de houle uni-modale (M) avec fp = 0.6, 0.8 Hz et sont beaucoup plus faible dans le cas fp = 1.2
Hz. Dans le cas d’une houle (C), l’amplitude des corrélations est faible (Cm ≈ 0.35) pour tout
fp.

L’intensité des corrélations dépend donc clairement de la géométrie des faisceaux d’ondes et
de l’extension spatiale du paquet d’ondes (lié à λp). Ces résultats restent à développer mais il
apparait un mélange et une décorrélation des ondes lorsque des ondes de multiples directions se
rencontrent.

Bilan

Les champs de vagues observés au niveau des sondes sont plus ou moins corrélés selon les
conditions de forçage et les conditions aux limites (absorbantes ou réfléchissantes), et témoignent
d’un mélange d’ondes plus ou moins important. En présence d’un mur, les réflexions multiples
et les interactions induites par la rencontre des paquets d’ondes donnent lieu à une corrélation
quasi nulle entre les sondes. Dans le cas d’une houle 1D avec plage, le champ de vagues reste
quasi-parfaitement corrélé témoignant de la propagation de vagues dont la structure est conser-
vée pendant la propagation. Enfin dans le grand bassin, la génération d’une houle complexe
multi-directionnelle donne des résultats intermédiaires. La rencontre de deux faisceaux présente
notamment des corrélations relativement faibles indépendante des fréquences de forçage, témoi-
gnant d’un mélange d’ondes. Finalement remarquons que l’intensité des corrélations dépend peu
de l’amplitude des ondes ση.
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Figure 8.9 – Temps τi,j (gauche) du maximum de corrélation et amplitude (droite) entre les
sondes 2-3 (a-b) ; 2-1 (c-d) et (1-3) (e-f), pour les différentes amplitudes de forçage ση. Les
corrélations sont plus faibles dans le cas d’une houle croisée où deux trains d’ondes se mélangent
au niveau de la sonde. Des retards (ou avancées) sont observées du fait de la propagation. Croisée
bi-modales, (C) (bleu), uni-modale, (M) (rouge) avec (◦) : J., fp = 0.8 et ∆f = 0.5 Hz ; (•) : J.,
fp = 0.8 et ∆f = 0.16 Hz ; (▽) : J., fp = 1.2 et ∆f = 0.75 Hz ; (�) : J., fp = 0.6 et ∆f = 0.75
Hz
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8.5 Conclusion et perspectives

Les expériences décrites dans ce chapitre ont permis de tester l’importance des conditions aux
limites sur les régimes de turbulence d’ondes de gravité, en révélant des différences importantes
suivant le type de forçage (multi-directionnel ou 1D), et les conditions aux limites, absorbantes
(plage) ou réfléchissantes (mur). Il s’agit des premières mesures cherchant à quantifier l’effet
de ces conditions aux limites sur les régimes de turbulence d’ondes de gravité, les précédentes
études en grand bassins ayant uniquement des conditions réfléchissantes [27, 28]. Les études en
grand bassin avec une plage se sont principalement intéressées à la distribution de probabilité
des vagues et l’occurrence d’évènements extrêmes [29, 132].

Avec une plage, le champ de vagues est fortement directionnel et corrélé spatialement entre
les sondes. La propagation de vagues, qui se raidissent et déferlent au cours de la propagation
est observée. Le spectre de hauteur de vagues correspondant, suit une loi de puissance dans le
domaine des ondes de gravité, dont l’exposant passe de −6 à −4 lorsque l’amplitude de forçage
augmente. Avec un mur réfléchissant, le champ de vagues, résulte de la superposition des vagues
émises par les batteurs, et celles réfléchies par le mur leur faisant face. Pour les même valeurs
des paramètres de forçage, l’amplitude efficace des vagues est le double de celle obtenue avec une
plage. Le champ de vagues est très peu corrélé entre les sondes. L’exposant fréquentiel du spectre
de gravité suit la même tendance que dans le cas absorbant, mais pour des valeurs de forçage plus
importantes. Les expériences en grand bassin avec plage et forçage mutli-directionnel donnent
des résultats intermédiaires entre ces deux situations : la corrélation spatiale entre les sondes est
faible mais non nulle et l’évolution des pentes de spectre croit avec l’amplitude de forçage, moins
rapidement que le cas plage (et forçage 1D) mais plus rapidement que en présence du mur.

Dans le cas d’une houle 1D, le spectre Sη ∼ f−4 est obtenu pour des amplitudes de vagues
assez faible et est compatible avec le spectre théorique de Kusnetsov, de singularité 1D (type
ondes de Stokes) se propageant sans déformation : SKu

η ∼ f−4 [64].
Dans le cas d’une houle présentant des ondes dans de multiples directions les interactions

non-linéaires pourraient être responsables de la forme du spectre. En effet, lorsque l’amplitude
de forçage est suffisamment forte, le spectre tend vers une solution de Kolmogorov-Zakharov. Il
reste malgré tout paradoxal que le spectre de turbulence "faible" est obtenue lorsque l’amplitude
des non-linéarités est la plus forte.

Comme discuté dans l’introduction de ce chapitre, les scénarios théoriques sont multiples pour
expliquer l’évolution des spectres avec l’amplitude de forçage : l’idée d’un cycle de la turbulence
entre interactions faiblement non linéaires et intermittence, ou encore le passage d’un spectre
d’avalanche lié aux effets de tailles finies au spectre de Kolmogorov-Zakharov, ou l’influence de
la dissipation linéaire et non linéaire à différentes échelles.

Nos expériences ne permettent certes pas de trancher sur la validité de telle ou telle scénario
théorique mais nous avons montré qu’il était possible d’obtenir un spectre de hauteur des vagues
témoignant d’une cascade turbulente tout en étant très loin des hypothèses de la turbulence
faible. Il faut donc être prudent quand à l’interprétation en terme de turbulence d’ondes et l’ana-
lyse du champ spatial de corrélation apparait indispensable. Les perspectives de ces travaux en
grand bassins sont multiples et pourrait permettre de trancher entre ces différentes hypothèses.
L’analyse des structures cohérentes et leur influence sur le champ de corrélation et le spectre de
hauteur des vagues est sans doute un élément majeur. La compréhension des différents méca-
nismes de dissipation est également un travail à poursuivre, comme discuté à la fin du chapitre
5. L’étude de la turbulence d’ondes de gravité en déclin est à ce propos une perspective intéres-
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sante. Enfin, expérimentalement, la réalisation d’une mesure spatiale dans un bassin de grand
taille apporterait des informations supplémentaires.
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9.1 Contexte

Lorsqu’une couche élastique mince flotte à la surface d’un fluide, les déformations élastiques de
la plaque élastique sont couplées au mouvement du fluide et des ondes hydro-élastiques peuvent
se propager.

Les ondes hydro-élastiques sont impliquées dans une grande variété de systèmes physiques
présentant un couplage fluide-structure élastique. Citons comme exemple les ailes battantes
[133, 134, 135] étudiées en vue d’une compréhension de la locomotion d’animaux ou dans la
recherche de système de récupération d’énergie. Le cas d’écoulement dans un milieu confiné par
une membrane élastique, comme l’écoulement sanguin est un autre exemple connu [136]. Enfin
l’étude, à application industrielle, de larges structures flottantes (Very Large Floating Structure)
peut également être mentionnée [137].

Ces ondes ont également été observées en océanographie à la surface de l’océan ou d’un lac
en présence d’une couche de glace [138, 139, 140, 141]. Ces ondes dites de gravito-flexion ont été
largement étudiées théoriquement et par des mesures in situ par la communauté océanographique
du fait de leur importance fondamentale et dans la question plus pratique des déplacements
de véhicules sur la glace [139, 140, 141]. Ces études se sont intéressées à l’implication de ces
ondes concernant la résistance à la fracture de la couche de glace [139, 140], les propriétés de
réflexion-diffusion d’une onde de gravité arrivant dans une zone présentant de multiples couches
de glace [142, 143]. Ces études s’intéressent principalement aux propriétés linéaires des ondes et
une revue récente pointe la possible importance d’effets non-linéaires lors d’évènements extrêmes
comme les cyclones et tornades [143]. Des solutions de type solitons ont également été étudiées
théoriquement et numériquement [144, 145].

Les études expérimentales contrôlées sont cependant très rares, il existe quelques études dans
des bassins frigorifiés permettant d’étudier la propagation des ondes à la surface d’une couche
de glace semi-fondue [146, 147]. Ces études sont limités par de grandes difficultés expérimentales
de reproductibilité des mesures. Plus récemment l’utilisation de plaques élastiques circulaires
flottant dans un grand bassin a été rapportée [148, 149] et discute les propriétés de propagation
et de réflexion des ondes à la rencontre de ces plaques.

L’étude expérimentale des régimes non-linéaires d’ondes hydro-élastiques présente ainsi de
multiples champs d’applications. Nous allons nous focaliser sur l’applicabilité de la théorie de
turbulence faible dans un système original.

Nous présentons dans ce chapitre la réalisation d’un dispositif expérimental contrôlé permet-
tant l’observation à la surface d’une feuille élastique recouvrant de l’eau de deux types d’ondes
hydro-élastiques : les ondes de tension à grande échelle et les ondes de flexion à petite échelle. Du
fait des valeurs de tension et de la taille du dispositif, les ondes de gravité ne sont pas observées
dans notre dispositif. L’intérêt du dispositif que nous allons présenter réside notamment dans
la possibilité de modifier la relation de dispersion en jouant sur la tension initiale de la feuille
élastique et de sonder cet effet sur le régime de turbulence d’ondes. Les rôles des conditions aux
limites et du forçage seront également discutés.

L’analogie avec le régime océanographique est limitée pour plusieurs raisons : les conditions
aux bords sont différentes : une plaque de glace flotte librement alors que la feuille élastique sera
fixée aux bords dans notre cas, dans le cas océanographique, la tension est usuellement négligeable
devant la flexion, et enfin nous allons sonder des régimes de relativement forte non linéarité avec
des amplitudes d’ondes supérieures à l’épaisseur de la feuille élastique ce qui mènerait sans doute
à une rupture dans le cas d’une couche de glace.
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Le résultats de notre étude sont présentés au § 9.4 dans l’article soumis à publication dans
Journal of Fluid Mechanics. Le dispositif expérimental est précédemment introduit au § 9.2.
Nous synthétisons ci dessous au § 9.3 et présentons les perspectives de cette étude.

9.2 Dispositif expérimental

Le principe du dispositif expérimental est ici brièvement décrit et est représenté sur la fig.
1 de l’article § 9.4 (les détails sont donnés dans l’article). Le dispositif est constitué d’une cuve
cylindrique de rayon R, remplie d’eau jusqu’à une hauteur H, et la feuille élastique en latex est
collée sur le bord de la cuve. Les propriétés de la feuille élastique mince sont l’épaisseur h, le
module d’Young E, la masse volumique ρe et le coefficient de Poisson ν. Le module d’Young
et l’épaisseur sont mesurés alors que la densité et le coefficient de Poisson sont donnés par les
valeurs typiques pour le latex. Nous prenons bien soin de ne pas avoir de bulles d’air piégées entre
la feuille élastique et l’eau. La cuve est connectée par un capillaire d’un centimètre de diamètre
à un tube vertical qui permet de changer la pression hydrostatique imposée à la feuille élastique
en ajoutant ou en enlevant une quantité d’eau au sein du tube. Il est ainsi possible d’exercer
une pression hydrostatique Ps qui détermine la tension statique de la feuille élastique Ts selon
la relation Ts ∼

(
EhP 2

sR
2
)1/3 [2]. Les pré-facteurs de cette dépendance sont calculés et vérifiés

expérimentalement, et l’étude statique est présentée en annexe chap. A. Ce système permet de
contrôler la tension statique à partir de la pression extérieure. Le fait de coller la feuille aux bords
induit des conditions aux limites (sur les bords) correspondant à l’annulation de l’amplitude. Ceci
est donc différent des ondes hydrodynamiques où la vitesse seulement s’annule aux bords.

Les ondes sont engendrées par un ou deux batteurs rectangulaires collés sur le côté de la
feuille à 2 cm du bord de la cuve. Chaque batteur est actionné verticalement par un vibreur élec-
tromagnétique (LDS V201 ou V406), dont la fréquence et l’amplitude d’excitation sont pilotées
par ordinateur. Le forçage est soit sinusoidal à une fréquence fp, soit un bruit filtré passe bande
dans la gamme fp ±∆f .

Le champ de déformation spatial est mesuré par une méthode optique de profilométrie par
transformée de Fourier [150] sur une zone rectangulaire d’une dizaine de centimètres de côté. Le
principe consiste à projeter un réseau de franges (à l’aide d’un vidéo-projecteur haute résolution
EPW 3000) sur la surface au repos pour obtenir une image de référence. La différence de phase
sur tout le domaine spatial entre cette image de référence et les images lorsque les franges sont
déformées par les ondes est ensuite calculée et permet d’accéder à la déformation de l’interface
via l’optique géométrique. La vitesse verticale de l’interface est aussi obtenue en calculant la
différence de phase entre deux images successives tout en permettant de réduire le bruit de mesure
[150]. Notons que les membranes en latex utilisées diffusent bien la lumière et matérialisent
les franges, donnant lieu à des images avec un bon contraste et la technique de profilométrie
fonctionne très bien. Les images sont enregistrées à l’aide d’une caméra rapide (Phantom V9) à
1000 images par seconde. Des mesures locales de la vitesse verticale des ondes sont également
réalisées à l’aide d’un vibromètre laser fonctionnant sur le principe de l’interférométrie Doppler
(Polytech OPV 500).
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9.3 Discussion

9.3.1 Principaux résultats

Relation de dispersion. Le spectre spatio-temporel des ondes Sη(k, f) montre que l’énergie
est localisée autour d’une courbe maitresse donnée par la relation de dispersion linéaire théorique
ω2 = gk + T

ρ k
3 + D

ρ k
5 (fig. 2 § 9.4). Le terme de gravité est négligeable du fait de la valeur de

tension et de la taille du système. Les deux termes élastiques correspondant aux ondes de tension
(ω2 = T

ρ k
3) et de flexion (ω2 = D

ρ k
5) sont observés, avec à bas forçage T la tension statique de

la feuille. Lorsque l’amplitude de forçage augmente, l’énergie est transférée à des échelles de plus
en plus petites et deux phénomènes majeurs sont observés : un élargissement de la zone où se
localise l’énergie dans l’espace de Fourier et un décalage important de la relation de dispersion.
Ce décalage provient d’une tension additionnelle de la feuille induite par les ondes.

Tension induite par le mode propre. Nous montrons que ce décalage est lié aux oscilla-
tions non-linéaires d’un mode propre de la feuille élastique induisant une tension quasi-statique
supplémentaire moyenne sur l’ensemble de la feuille. Le décalage expérimental de la relation de
dispersion non linéaire observée définit une tension non linéaire effective (fig. 3 §9.4). Il est connu
que la tension d’une corde élastique extensible fixée aux deux extrémités est, pour de fortes
amplitudes, proportionnelle au carré de l’amplitude de l’onde [4]. Nous montrons expérimentale-
ment que ce modèle est valable pour la feuille élastique mince (fig. 4 §9.4). Ce mode propre oscille
à basse fréquence et sa dynamique peut être vue comme quasi-statique pour les ondes hautes
fréquences. Notons que cet effet est lié aux conditions aux bords choisies dans l’expérience, le
calcul de la corde élastique suppose en effet que ses deux bords soient fixés, la tension étant
induite par l’extension de la corde dans cette géométrie.

Le modèle de la corde vibrante permet également de décrire l’évolution de la tension effective
avec le paramètre d’intensité des non-linéarités des ondes, évaluée par la pression dynamique sur
la feuille p = ρgση + ρσ2v/2 (avec σ désignant la valeur rms). Deux régimes sont observés, pour
p/Ps ≪ 1, la tension est donnée par la tension statique T ≈ Ts : les non linéarités sont faibles et
la dynamique du mode propre n’induit pas de tension effective. Pour p/Ps ≫ 1 la tension suit
une loi non-linéaire T ∼ p2/5 (fig. 3 §9.4), et nous montrons que cette dépendance s’explique par
l’oscillation du mode propre.

Régime de turbulence d’ondes. Un régime de turbulence d’ondes est observé lorsque la non-
linéarité des ondes est suffisamment importante (i.e p/Ps ≫ 1). Un spectre de la vitesse verticale
des ondes en loi de puissance de l’échelle est observé qui témoigne d’une cascade d’énergie des
grandes échelles de forçages vers les petites échelles dissipatives. La loi de puissance est observée
sur environ une décade en fréquence, et un peu moins en nombre d’ondes (fig. 5 §9.4). L’exposant
de la loi de puissance est trouvé en désaccord avec les prédictions de l’analyse dimensionnelle
en turbulence d’ondes, présentée au chapitre 2. Nous avons cherché à comprendre ce désaccord
en testant un certain nombre d’hypothèses de la théorie de turbulence faible. Les principales
conclusions sont les suivantes :

– l’exposant de la loi de puissance est trouvé ne pas dépendre de la tension initiale de la
feuille élastique (sur la gamme de Ts permettant d’observer un régime p/Ps ≫ 1), de la
taille du système (pour les deux tailles testées, R variant d’un facteur deux), et du degré de
non-linéarité (i.e de l’amplitude du forçage). Il ne dépend donc pas de la tension effective
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dynamique de la feuille (fig. 4 et 6 §9.4).
– le forçage induit une anisotropie du champ de vagues à basse fréquence. L’isotropie est

cependant retrouvée à haute fréquence et haut forçage du fait de l’effet cumulé des inter-
actions résonantes et des réflexions multiples sur les bords de la cuve (fig. 5 §9.4). Cette
anisotropie à basse fréquence induit cependant une modification de la pente du spectre,
visible si l’on compare le spectre dans la direction du forçage et celui dans la direction per-
pendiculaire. Cet effet du forçage sur le spectre peut être vu comme un trop petit régime
inertiel entre forçage et dissipation, la "mémoire" du forçage à haute fréquence empêchant
le développement d’un régime de turbulence faible.

– le taux de dissipation des ondes τd(k) en fonction du nombre d’ondes est estimé par des
expériences de déclin (fig. 8 §9.4). Il apparait que la dissipation joue à toutes les échelles
au contraire des hypothèses théoriques.

– le temps d’interactions non linéaires entre ondes est évalué expérimentalement par l’élar-
gissement de la relation de dispersion, et suit une loi 1/τnl ∼ k−3/4, en accord avec la
prédiction théorique donnée au chapitre 2. De plus la séparation d’échelles entre temps
linéaire, temps non-linéaire et temps dissipatif, τl ≪ τnl ≪ τd est bien vérifiée expéri-
mentalement dans la gamme d’échelle présentant une cascade (i.e un spectre en loi de
puissance). Cependant, l’inégalité τl ≪ τnl n’est plus valable pour des échelles plus grandes
que l’échelle de forçage, dont le mode propre induisant une tension supplémentaire à la
feuille (fig. 9 §9.4).

En conclusion, un régime de turbulence d’ondes est observé, en désaccord avec les prédictions
de la turbulence faible. Plusieurs phénomènes peuvent expliquer ce désaccord. L’existence de
dissipation à toute les échelles peu être responsable du raidissement du spectre, comme discuté
en turbulence d’ondes capillaires (chap. 5) et en turbulence d’ondes de flexion sur une plaque
[86, 43]. Le forçage et la faible zone inertielle peuvent également être invoqués, de même qu’il est
possible que la dynamique basse fréquence du mode propre, assimilable à une structure cohérente,
puisse interagir de manière non-locale avec le régime turbulent à plus haute fréquence.

9.3.2 Perspectives

Ce travail a permis l’observation et la caractérisation d’ondes hydro-élastiques à la surface
d’une feuille élastique recouvrant de l’eau. Il pose un certain nombre de questions et ouvre des
perspectives de travail. Le décalage non-linéaire de la relation de dispersion est lié au fait d’avoir
fixé la feuille élastique sur les bords. De même, la tension statique est liée à cette condition
aux bords, ainsi la réalisation d’un dispositif expérimental où la feuille élastique serait libre aux
bords permettrait de s’affranchir de ces effets de tension, et à priori de n’observer que les ondes
de flexion et de gravité. La réalisation d’une telle expérience n’est pas évidente pour des questions
pratiques : il faut éviter que de l’eau recouvre la feuille élastique lorsque les amplitudes deviennent
importantes, pour les mêmes raisons le forçage doit être modifié. Une solution serait l’utilisation
d’une cuve de plus grande taille (de l’ordre du mètre) et de placer une feuille élastique flottante
au centre de la cuve et d’exciter des ondes loin de la feuille, pour observer leur propagation
lorsqu’elles arrivent à la feuille. Insistons sur le fait qu’il ne faut pas recouvrir la feuille d’eau
si l’on désire utiliser les méthodes optiques de mesure présentées précédemment. La réalisation
d’une telle étude permettrait de discriminer l’influence des conditions aux bords (libres et fixes)
sur le régime de turbulence d’ondes, de sonder l’influence du mode propre sur le régime inertiel
observé et pourrait permettre de mettre en évidence l’importance d’interaction non-locale entre
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le mode propre du système et le régime de turbulence faible.
Finalement la réalisation d’un tel dispositif dans les bassins de l’Ecole Centrale de Nantes

permettrait de sonder une large variation de taille de feuille élastique et serait très intéressante
dans le but de se rapprocher des conditions océanographiques.

9.4 Tiré à part : Nonlinear waves on the surface of a fluid covered
by an elastic sheet
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We experimentally study linear and nonlinear waves on the surface of a fluid covered by an
elastic sheet where both tension and flexural waves take place. An optical method is used
to obtain the full space-time wave field, and the dispersion relation of waves. When the
forcing is increased, a significant nonlinear shift of the dispersion relation is observed. We
show that this shift is due to an additional tension of the sheet induced by the transverse
motion of a fundamental mode of the sheet. When the system is subjected to a random
noise forcing at large scale, a regime of hydro-elastic wave turbulence is observed with
a power-law spectrum of the scale in disagreement with the wave turbulence prediction.
We show that the separation between relevant time scales is well satisfied at each scale
of the turbulent cascade as expected theoretically. The wave field anisotropy, and finite
size effects are also quantified and are not at the origin of the discrepancy. Finally,
the dissipation is found to occur at all scales of the cascade contrary to the theoretical
hypothesis, and could thus explain this disagreement.

1. Introduction

Wave turbulence theory, or weak turbulence, concerns the dynamical and statistical
properties of a set of nonlinear interacting waves (Zakharov et al. (1992); Nazarenko
(2011); Newell & Rumpf (2011)). This theory has been developed at the ends of the
60’s, and has been applied to various domains: surface waves in oceanography, Rossby
waves in the atmosphere, spin waves in magnetic materials, Kelvin waves in superfluid
turbulence, and nonlinear optics. It assumes strong hypotheses such as those addressing
weakly nonlinear, isotropic and homogeneous random waves in an infinite size system
with scale separation between injection and dissipation of energy. It notably predicts
analytical solutions for the spectrum of a weakly nonlinear wave field at equilibrium or
in a stationary out-of equilibrium regime. So far, few well controlled experiments on wave
turbulence have been designed to specifically test the theory and its limitations. They
mainly concerns capillary-gravity waves on the surface of a fluid (Wright et al. (1996);
Falcon et al. (2007); Kolmakov et al. (2009); Xia et al. (2010); Denissenko et al. (2007);
Herbert et al. (2010); Cobelli et al. (2011)), elastic waves on a metallic plate (Mordant
(2008); Boudaoud et al. (2008)), and nonlinear optics (Laurie et al. (2012)). Experimental
studies of wave turbulence on original systems are thus of great interest to notably test
the domain of validity of the theory in experiments.
Here, we present a well controlled experiment to study nonlinear interacting waves on

the surface of an elastic sheet covering the surface of a fluid. Two types of hydroelastic
waves take place: tension waves and flexural (or bending) waves that result from the
coupling of the elastic sheet response with the underneath fluid one. The main motivation

† Email address for correspondence: luc.deike@univ-paris-diderot.fr
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is to study wave turbulence in this new system that enables to tune the dispersion relation
of waves by controlling the elastic sheet tension applied.
It is noteworthy that the response of a thin elastic sheet covering a fluid to a dynamical

perturbation usually generates hydroelastic surface waves occurring in various domains:
bio-medical applications such as heart valves (Grotberg & Jensen (2004)), flapping flags
(Shelley & Zhang (2011)) and industrial applications like very large floating structures
(Watanabe et al. (2004)). In oceanography, flexural-gravity waves are known to propagate
on the surface of lakes or oceans covered by ice and are involved in various ice floe
phenomena (Takizawa (1985); Squire et al. (1988, 1996); Squire (2007); Parau & Dias
(2002)). Such waves are governed by the same wave equations than the ones presented
here. However, this analogy is quite limited since the free floating boundary condition
in the in-situ case is not respected here, as well the orders of magnitude leading to the
predominance of in-situ flexural-gravity waves instead of flexural-tension waves here.
The paper is organized as follows. The theoretical background is presented in § 2.

The linear equations and the boundary conditions of an elastic sheet covering a fluid
are recalled. The relation between an applied pressure to the sheet and the induced
static tension is then given. The involved nonlinearities in the system are discussed as
well as their implications on wave interactions processes. Dimensional analysis of wave
turbulence is then presented for the case of tension and flexural waves on the surface
of a fluid covered by an elastic sheet. In § 3, the experimental setup is presented. The
optical techniques to measure the wave field are introduced and the tuning of the static
tension of the sheet by an applied hydrostatic pressure. Results are presented in § 4 and
5. In § 4, we have observed tension and bending waves on two decades in frequency in
good agreement with the theoretical dispersion relation of linear waves. When the wave
amplitude is increased, a shift of the dispersion relation occurs. We show that this shift
is due to the dynamics of slow nonlinear waves (fundamental eigenmode of the sheet)
that induces an additional quasi-static tension to the sheet. The observation of the wave
turbulence regime is then presented § 5. The spectrum of the wave transverse velocity is
found to scale as a power law of both the frequency and wave number, both power law
exponents being in disagreement with the ones predicted by wave turbulence theory. We
then show that wave anisotropy exists but is not at the origin of this discrepancy. The
dissipation time of the waves, the nonlinear interaction time and the linear time of wave
propagation have been measured at each scale, and show that the time scale separation
hypothesis of wave turbulence theory is fulfilled. On the other hand, dissipation is found
to occur at all scales contrary to the theoretical hypothesis, and could thus explain this
disagreement for the spectrum scaling. The conclusions are drawn in § 6.

2. Theoretical background

2.1. Linear dispersion relation

Assume a floating elastic sheet subjected to an uniform and isotropic tension T . Proper-
ties of the sheet are: density ρe, Young modulus E, Poisson modulus ν, and thickness h.
The fluid density is ρ and its depth beneath the sheet at restH . The momentum equation
of the thin elastic sheet is then given by (Landau & Lifchitz (1951); Davys et al. (1985);
Schulkes et al. (1987))

D∇4η − T∇2η + ρeh
∂2η

∂t2
= p, (2.1)

with η the vertical sheet deformation, p the pressure due to the liquid on the elastic

sheet, D ≡ Eh3

12(1−ν2) the bending modulus of the elastic sheet, ∇2 ≡ ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2,
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and ∇4 ≡ ∂4/∂x4 + ∂4/∂y4 + 2∂4/∂x2∂y2 the Laplacian and bi-Laplacian operators.
Considering an irrotational flow of velocity potential φ(x, y, z, t), the pressure equation
on the surface z = η is given by p = −ρ∂φ

∂t z=η
− ρgη, with g the acceleration of gravity.

For a plane wave solution, using the kinematic boundary condition on the sheet surface
∂η
∂t = ∂φ

∂z z=η
= tanh kH(φ)z=η , and assuming negligible sheet inertia (ρekh/ρ ≪ 1) and

infinite depth (kH ≫ 1), the linear dispersion relation reads (Schulkes et al. (1987))

ω2 = gk +
T

ρ
k3 +

D

ρ
k5. (2.2)

It involves three terms: a gravity one, and two elastic terms. The second term of the
right hand member of Eq. (2.2) is a tension term structurally analogous of a capillary
term (Lamb (1932)), whereas the third term corresponds to bending. Note that the
dispersion relation for pure elastic waves on a plate is ω2 ∼ Tk2 + Dk4 (Landau &
Lifchitz (1951)), Eq. (2.2) coming from the coupling of the sheet elasticity with the
underneath liquid. The crossover between the various wave regimes in Eq. (2.2) can
be evaluated, for typical values of the applied tension T ≈ 4 N/m and of the bending
modulus D ≈ 5 10−6 Nm of the latex sheet used here (see §3). Balancing the first and
second terms of the right hand member of Eq. (2.2) gives the transition between gravity
and tension waves, λgT = 2π

√

T/(gρ) ≃ 10 cm. Balancing the second and third terms
of the right hand member of Eq. (2.2) gives the transition between bending and tension
waves, λTD = 2π

√

D/T ≃ 1 cm. Note that for ice floes, the bending elastic term prevails
over the tension one, and the order of magnitude of the flexural-gravity transition is
λgD = 2π[D⋆/(gρ)]1/4 ≃ 100 m for a typical ice bending modulus D⋆ ≈ 109 Nm (Davys
et al. (1985); Schulkes et al. (1987)).

2.2. Boundary conditions and sheet eigenmodes

Let us consider an elastic sheet clamped on the top of a vertical circular vessel of radius
R. The boundary condition is thus η(R) = 0. In such a circular geometry, the sheet
eigenmodes are given by the zeros of the Bessel functions: Jn(kR) = 0, with Jn a Bessel
function of the first kind, n an integer and k the eigenmode wave number (Morse & Ingard
(1968)). The first symmetric and antisymmetric eigenvalues are J0(kR) = 0 leading to
k0,1R = 2.405, and k0,2R = 5.520, and J1(kR) = 0 leading to k1,1R = 3.832, and k1,2R =
7.016. The corresponding natural frequencies are then obtained using the dispersion
relation of Eq. 2.2. Note that in the case of an ice floes, the ice boundary is free to move
and the following boundary condition should be considered ∂η(R)/∂t = 0.

2.3. Scaling of tension with pressure: Static case

An external pressure Ps applied on an elastic sheet clamped on the top of a circular
vessel generates a static tension Ts of the sheet. Ts is analytically computed as function
of Ps as follows. When Ps is applied, the sheet deforms, and for large enough deformation
(maximum deflexion ηm ≫ h), the tension term prevails over the bending one in Eq. (2.1)
(Landau & Lifchitz (1951)). Under the assumption of an homogeneous and isotropic stress
tensor, the static force equilibrium can be written as Ts∇2η = Ps (Landau & Lifchitz
(1951)). Using the circular boundary condition η(R) = 0, the deformed solution for a
sheet of radius R is a parabolic surface η(r) (Landau & Lifchitz (1951))

η(r) =
Ps

4Ts
(R2 − r2). (2.3)

The maximum deflexion of the parabola thus reads:

ηm ≡ η(0) = PsR
2/(4Ts). (2.4)
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Under the above hypotheses and using (Landau & Lifchitz (1951)) the dependence be-
tween the Ps and Ts can be calculated:

Ts =

[

Eh

32(1− ν)
P 2
s R

2

]1/3

. (2.5)

2.4. Nonlinear resonant interactions

Nonlinearities involved in the system can be introduced either in the equations of the
elastic plate, or in the ones of the fluid, or in the boundary condition between the fluid
and the plate. A complete discussion of the corresponding equations can be found in
Peake (2001); Peake & Sorokin (2006). Although the equation for a single elastic plate
involves cubic nonlinearities, the pressure term and the boundary condition between the
fluid and the plate involves quadratic nonlinearities. Indeed, the pressure term reads

p(x, y, t) = ρgη +
∂φ

∂t
+ ρ

v2

2
, (2.6)

with η(x, y, t) the wave height, and v(x, y, t) = ∂η
∂t the transverse wave velocity. The im-

portance of the nonlinear term in the pressure will be shown experimentally in § 4. Thus,
the coupling between the fluid and the elastic plate involves a quadratic nonlinearity of
the pressure term.
When considering resonant wave interactions, 3-wave interactions occur when quadratic

nonlinearities are present in the system while 4-waves interactions has to be considered
in the case of cubic nonlinearities (Zakharov et al. (1992); Nazarenko (2011)). The dy-
namics of wave interactions is dominated by the lowest nonlinear order (Zakharov et al.

(1992); Nazarenko (2011)). Thus, when 3-wave and 4-wave interactions occur as in our
case, 4-wave interactions are generally neglected. Thus, only 3-wave interactions should
be considered here. 3-wave interactions has to be also compatible with the dispersion
relation. In our case, the dispersion relation of tensional and bending waves is of de-
cay type, i.e. ω ∼ kµ with µ > 1 (as for capillary waves), and thus fulfills the 3-wave
resonant conditions on the frequency (ω1 ± ω2 ± ω3 = 0) and on the wave numbers
(k1 ± k2 ± k3 = 0). A kinetic equation assuming 3-wave interactions has been proposed
in the case of floating ice sheet on water Marchenko & Shrira (1991). Note also that in
the case of pure flexural wave turbulence on an elastic plate (without water), 4-wave
interactions is considered since the nonlinearity of the plate are cubic, (Düring et al.

(2006)). For pure gravity waves, nonlinearities are quadratic but 3-wave interactions are
not possible since the resonant conditions are not satisfied due to the geometry of the dis-
persion relation (µ < 1), and only 4-wave interactions have to be considered (McGoldrick
et al. (1966) and references therein).

2.5. Dimensional analysis in wave turbulence

One of the main results of wave turbulence theory is the existence of out-of-equilibrium
stationary solutions of the kinetic-like equation for the wave action spectrum nk = Ek/ω,
with Ek the wave energy spectrum in the Fourier space. The kinetic equation generally
reads (Zakharov et al. (1992); Nazarenko (2011); Newell & Rumpf (2011)):

∂nk

∂t
= St(nk) + Fk − Γknk (2.7)

with St(nk) is the collision integral that depends on the physical properties of the prop-
agation medium and on the type of nonlinear wave interaction, Fk is the forcing term,
and Γk the dissipative rate. Energy conservation leads to a stationary solution in the
form of a direct energy cascade from the injection scale ki to the dissipation scale kd,
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the cascade inertial range being defined by the scale separation hypothesis ki ≪ k ≪ kd
in a similar way to hydrodynamic turbulence. The other main hypothesis used to derive
the wave turbulence spectrum is an infinite medium, local interactions, an homogeneous
and isotropic wave field, weak nonlinearities and the following time scale separation:
τ ≪ τnl ≪ τd, with τ = 1/ω the linear propagation time, τnl the nonlinear wave interac-
tion time and τd the dissipation time (Newell & Rumpf (2011); Zakharov et al. (1992);
Nazarenko (2011)).
Under the previous hypothesis, dimensional analysis can be performed in wave tur-

bulence as presented by Connaughton et al. (2003) in order to determine stationary
solutions of the kinetic equation. For a given dispersion relation ω = ckµ, the wave en-
ergy spectrum of a set of nonlinear waves is supposed to be a self-similar function of the
scale k, the flux of the conserved quantity and the constant c. Here, direct cascade of
energy is considered and the flux through the scales is the energy flux per mass density, ǫ
(dimension [L3T−3]). Experimentally, the quantity of interest here is the power spectrum
of wave vertical velocity, Sv(k) (dimension [L3T−2]) that is assumed to read

Sv(k) ∼ ǫ1/(N−1)cβkα, (2.8)

with N the number of interacting waves in the leading process. The dependency Sv(k) ∼
ǫ1/(N−1) is given by wave turbulence theory (Connaughton et al. (2003); Zakharov et al.

(1992); Nazarenko (2011)). As explained above in § 2.4,N = 3 has to be considered in our
case. For tensional waves in deep water, one has ω2 = T

ρ k
3, and one gets dimensionally

St
v(k) ∼ ǫ1/2

(

T

ρ

)1/4

k−3/4, (2.9)

which is analog to the case of capillary waves. For bending waves in deep water, one has
ω2 = D

ρ k
5, we get dimensionally

Sb
v(k) ∼ ǫ1/2

(

D

ρ

)1/4

k−1/4. (2.10)

Similarly, one obtains the frequency spectra of the wave height (dimension [L2T ])

St
η(f) ∼ ǫ1/2

(

T

ρ

)1/6

f−17/6, and Sb
η(f) ∼ ǫ1/2

(

D

ρ

)1/10

f−27/10. (2.11)

The scaling of the nonlinear interaction time is determined by balancing the left-hand side
and the collision integral of Eq. (2.7), 1/τnl ∼ St(nk)/nk (Connaughton et al. (2003);
Newell et al. (2001)). Using Eq. (2.9) and the dimensional structure of the collision
integral for 3-wave interactions for tensional waves, lead to

1/τnl ∼ ǫ1/2
(

T

ρ

)−1/4

k3/4, (2.12)

while for bending waves:

1/τnl ∼ ǫ1/2
(

D

ρ

)−1/4

k1/4. (2.13)

3. Experimental setup

The experimental setup is shown in Fig. 1a. It consists of a cylindrical vessel of radius
R = 10 cm (or 20 cm) filled with water up to a height H = 43 cm (or 20 cm, respectively).
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Figure 1: (a) Experimental setup. (b) Typical wave transverse velocity v(x, y) recon-
structed by Fourier transform profilometry. (c) Reconstructed height profile of the sheet
for Ps = −130 Pa showing a parabolic static profile. (d) Static tension Ts as a function

of the applied pressure |Ps|. Solid line corresponds to Eq. (2.5), Ts =
[

Eh
32(1−ν)P

2
s R

2
]1/3

.

An elastic latex sheet is stuck on the top circular side of the container. We carefully
checked that no air bubbles are trapped between the sheet and the water. Measured
physical properties of the latex sheet are: thickness h = 0.35 mm (or 0.5 mm), Young
modulus E = 1.05 106 N/m2 (or 1.5 106 N/m2, respectively), and Poisson modulus
ν ≈ 0.5 (industrial latex were provided by Carrat and Eurocatsuits). Waves on the sheet
are generated by the vertical motion of a rectangular wave maker (75×10 mm, or 186×10
mm) driven by an electromagnetic shaker (LDS V201 or LDS V406) as shown in Fig.
1a. The shaker is driven by a sinusoidal forcing at frequency fp (with fp ∈ [10 : 50] Hz)
or by a random noise forcing band-pass filtered around fp within a frequency bandwidth
fp±∆f (with fp ∈ [8 : 15] Hz and ∆f = 1.5 Hz). A stationary wave field state is reached
after a few seconds and measurements are done during the steady state. The full 3D
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space-time wave field is measured using a fast Fourier profilometry technique (Cobelli
et al. (2009)), recently used on elastic waves on a metallic plate (Mordant (2010)) or for
gravity-capillary waves on a fluid surface (Herbert et al. (2010); Cobelli et al. (2011)).
Fringes with interfranges of 1 mm are projected on the sheet surface by a high resolution
video-projector (Epson TW3000), and the space-time evolution of the fringe deformations
enables to reconstruct the velocity normal to the free surface v(x, y, t) with a fast camera
(Phantom V9) recording at 1000 fps during T = 4 s. The size of the recorded images,
centered in the middle of the sheet, is 10×8 cm2 for the small vessel, and 25×20 cm2 for
the large one. A typical reconstructed pattern of v(x, y, t) is shown at a given time in Fig.
1b. From the movie of v(x, y, t), one computes the power spectrum density of transverse
velocity Sv(kx, ky, f) from multidimensional Fourier transform. By integrating Sv(k, f)

over all directions of the wave vector k, we also obtain Sv(k = ||k||, f), with k ≡
√

k2x + k2y
the wave number. The transverse velocity of the wave at a fixed location has been also
directly recorded with a Doppler velocimeter (Polytech OPV 506) for long times, T = 300
s, to measure the slow response of the system. The wave maker velocity V (t) is measured
by an accelerometer (BK 4393) fixed on the wave maker and the force F (t) applied by the
wave maker on the sheet is measured by a piezoelectric sensor (FGP 10 daN). The mean

power I injected within the system is then evaluated by I = 1
T

∫ T

0 F (t)V (t)dt (Falcon
(2010)).

As shown in Fig. 1a, the vessel is connected through a small pipe to a vertical tube
that enables the control of the hydrostatic pressure Ps imposed on the elastic sheet by
just adding or removing an amount of water from the tube. When the water inside the
vertical tube is at the same height than the sheet, Ps = 0. By filling (or draining) the
tube of water up to a height ∆H of water, an external positive (or negative) pressure is
applied since the sheet is stuck on the top of the vessel. As shown in Fig. 1c, the elastic
sheet has a parabolic shape well described by Eq. (2.3), and its maximum deflexion ηm
can be then measured. The hydrostatic pressure is then estimated by Ps = ρg(∆H−ηm),
since the pressure between the top and the bottom of the parabola is negligible. Note that
this condition is needed to consider a constant pressure over the whole elastic sheet. For
various applied Ps, we measure ηm, and experimentally deduce the corresponding static
tension Ts on the sheet from Eq. (2.4). As shown in Fig. 1d, Ts is found to evolve with
Ps in good agreement with Eq. (2.5) with no fitting parameter during this comparison.
Note that the depression or overpressure cases are similar since the weight of the sheet
is negligible for our range of Ps. Thus the absolute value of Ps will be given in the
following. The initial static tension Ts on the sheet is thus well controlled by the applied
static pressure Ps. This allows us to study the linear and nonlinear properties of waves
on a floating elastic sheet with a tunable tension.

The pressure only due to the weight of the elastic sheet with no water beneath is
P 0
s = ρegh. One experimentally gets from Eq. (2.4) the static tension T 0

s of the elastic
sheet due to its sticking on the vessel without water. One finds T 0

s ≃ 2 to 4 N/m whatever
the elastic sheets and container sizes used. This value will correspond to the minimal value
of static tension reached when water is added and no hydrostatic pressure applied. Thus,
one considers Ps = P 0

s and Ts = T 0
s in this case. As pointed out in § 2.1, for T 0

s ≈ 4
N/m, the transition between gravity and tensional waves is λgT ≃ 10 cm, of the order
of the vessel size and the observation window. Thus, only elastic waves will be observed
here. Moreover, bending waves will occur for wavelengths smaller than λTD ≃ 1 cm.
In a prestressed case, Ts is increased and these transitions change as λgT ∼

√
Ts and

λTD ∼ 1/
√
Ts (see § 2.1). Thus, almost only tensional waves will be observed in the case

of a large initial tension: for instance, if Ts = 10 N/m, λgT ≃ 20 cm and λTD ≃ 0.4 cm.
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Figure 2: Space-time spectrum Sv(k, f) of the transverse velocity of waves for: (a) mod-
erate (p = 12 Pa) and (b) strong (p = 33 Pa) forcing amplitudes. Random forcing
bandwidth: 8.5 ± 1.5 Hz (a). Colors are log scaled. Ps = 0. (+) correspond to the local
maxima of Sv(k, f) for each frequency. Dashed white lines are ω2 = T

ρ k
3. Solid lines are

ω2 = D
ρ k

5 + T
ρ k

3. Dash-dot lines are ω2 = D
ρ k

5 +
T 0

s

ρ k3. Fitting parameter: T = (a) 7

and (b) 16 N/m. f∗ = 20 Hz and 1/λ∗ = 20 m−1 from Eq. (2.2).

4. Dispersion relation of nonlinear waves

Here, we characterize experimentally the dispersion relation of waves when the system
is subjected to either a monochromatic or a filtered random noise forcing.

4.1. Dispersion relation

The space-time power spectrum Sv(k, f) of the transverse velocity of waves is shown
Fig. 2 for two forcing amplitudes, and for Ps = 0. In both cases, the wave energy injected
at low frequencies is transferred through the scales towards high frequencies by nonlinear
interaction between waves. The wave energy is mainly localized on a single curve in the
(ω ≡ 2πf ,k ≡ 2π/λ) space that corresponds to the non-linear wave dispersion relation.
Both theoretical dispersion relations of pure tension waves, ω2 = T

ρ k
3, and of tension

and bending waves, ω2 = D
ρ k

5 + T
ρ k

3 are plotted in Fig. 2 with T the single fitting
parameter, as well as the dispersion relation for the tension equal to the static tension
T = T 0

s . When both elastic terms are taken into account, the theoretical dispersion
relation well describes the experimental results over the whole frequency range. Tension
waves occur mainly at low frequencies whereas bending waves occur at higher frequencies
as expected. When the forcing amplitude is increased (see Fig. 2b), wave interactions still
redistribute the wave energy on the dispersion relation up to higher frequencies, but with
two main differences. First, the width of the dispersion relation is broader in f and k
directions. Second, a shift of the dispersion relation is observed, the fitting value of T
being more than doubled when the forcing is increased by a factor 3. Thus, the observed
nonlinear dispersion relation follows the linear predicted one with a tension that depends
on the forcing amplitude.

4.2. Shift of the dispersion relation

Let us now introduce a dynamical pressure p due to the wave field that will correspond to
a mean “dynamical” tension T on the interface. The dynamical pressure of the wave field
on the interface is given by Eq. (2.6) and is estimated as: p(x, y, t) = ρgση+ρσ2

v/2, where

ση and σv are the rms value η(x, y, t) and v(x, y, t) such as σX ≡ 1
T

∫ T

0

√

〈(X − 〈X〉)2〉dt



Nonlinear waves on the surface of a fluid covered by an elastic sheet 9

0 100 200 300 400 500
0

50

100

150

f (Hz)

1
/λ

 (
m

−
1

)

0 100 200 300 400 500
0

50

100

150

f (Hz)1
/λ

 (
m

−
1

)

(a)

10
−2

10
0

10
2

10
0

10
1

p/P
s

T
/T

s

1 10 100 1000
1

10

100

 p (Pa)

T
 (

N
/m

)

(b)

Figure 3: (a) Main: Dispersion relations when the forcing amplitudes is increased (from
top to bottom): p goes from 3 (top) to 100 (bottom) Pa. Ps = 0. Dashed lines correspond
to ω2 = D

ρ k
5 + T

ρ k
3 with T the only fitting parameter: T = 4 to 40 N/m (from top to

bottom). Inset: same figure with Ps = 130 Pa (Ts = 22 N/m), with 10 6 p 6 130 Pa.
Dashed line, best fit: T = 22 N/m (b) Main: T/Ts as a function of p/Ps, for various Ps =
(�) P 0

s , (�) 7, (�, ◦) 55, (�, ◦) 130, (�, ◦) 274 Pa for R = 10 cm, and Ps = P 0
s = 4

(⋆) Pa for the R = 20 cm. These values correspond, from Eq. (2.5), to Ts =4, 9, 17,
22, 39 N/m, and Ts = 5 N/m, respectively. Dashed lines correspond to T/Ts = 1 for
p/Ps < 1, and T/Ts ∼ (p/Ps)

0.4 for p/Ps > 1. Inset: same figure in dimensional units.
For all colors, (�, ⋆) indicate depression and (◦) overpressure.

with 〈·〉 denotes 2D spatial averaging on (x,y), and T is the total recording time. Since
the system is stationary, the time dependent term in Eq. 2.6 vanishes. Moreover, we have
checked that p is proportional to the mean power I injected by the wave-maker within the
system. One finds p = bIfp for our range of forcing frequencies fp, with b a dimensional
constant depending on the forcing shape (sinusoidal or random). Thus, p will control the
forcing amplitude in the following. One can now compare the influence of the hydrostatic
pressure, Ps, and of the dynamical one, p, on the dispersion relation of the waves.

Figure 3a shows the dispersion relation extracted from the maxima of the spectrum
Sv(k, f) for each scales, for various forcing amplitudes, and for Ps = 0. A significant
shift of the dispersion relation is observed when the forcing is increased. The theoretical
dispersion relation ω2 = D

ρ k
5 + T

ρ k
3 well describes the data when the single fitting

parameter T varies from T = 4 N/m (top curve) at the lowest forcing amplitude up to
T = 40 N/m (bottom curve) for the highest forcing one. This minimum value of T is
consistent with the static tension T 0

s (with no water) only due to the sticking of the sheet
on the vessel (see estimation in §3). The shift of the dispersion relation with the forcing
is observed when p > P 0

s . For fixed Ps and a forcing amplitudes, such that p . Ps, no
shift is observed on the dispersion relation (see inset of Fig. 3a). We have then performed
similar experiments for various applied Ps, and the value of a mean “dynamical” tension
T is deduced from the fit of the dispersion relation as in Fig. 3a. T is plotted as a function
of p, for various applied pressure Ps (and thus various Ts, from eq. (2.5)) in the inset
of Fig. 3b, and in rescaled variables T/Ts and p/Ps in the main Fig. 3b. Fig. 3b shows
the collapse of all data on a master curve displaying two regimes: for p < Ps, one has
T ≃ Ts, meaning that the nonlinear effects of the waves are not strong enough to shift the
dispersion relation (as in inset of Fig. 3a). On the other hand, when p > Ps, T is found
to increase with p as T ∼ p0.4. The inset of Fig. 3b shows the unrescaled variables. When
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Figure 4: Main: Frequency spectrum Sη(f) of the wave height for increasing forcing
amplitudes (bottom to top). Single point temporal measurement. Forcing bandwidth: 7
- 10 Hz. Ps = 0 and T 0

s = 4 N/m. First vessel eigenmode (f0, k0), f0 increases with
the forcing (see vertical dashed lines). Dashed line has a slope −4.1. Dash-dot line has a
slope −17/6. Inset: T extracted from 2D measurement as a function of the amplitude a0
of the vessel eigenmode at f0. Solid line is the nonlinear model of Eq. (4.1) with c = 3
the only fitting parameter. 10 6 p 6 40 Pa.

the forcing p is increased, T is first constant, equal to the static tension Ts (horizontal
dashed lines), and then follows the nonlinear law T ∼ p0.4 for various Ps. Note that when
Ps is applied, there is no effect of the sheet curvature on the wave propagation since the
wavelengths are small compared to the radius of curvature.

4.3. Sheet tension induced by nonlinear waves

We now explain that the observed shift of the dispersion relation is due to the mean
tension induced by the waves. Let us consider a 1D elastic string, fixed at both ends,
subjected to an initial static force Fs with a Young modulus E′ and a cross section
Σ. When a relatively large transverse displacement of amplitude a0 is imposed, at wave
number k0, the string elongates and longitudinal waves are generated due to a geometrical
nonlinearity. The latter modulate the tension force of the string as F = Fs + Fnl, with
Fnl ∼ E′Σ(a0k0)

2 (Morse & Ingard (1968); Legge & Fletcher (1984)). Fnl is a nonlinear
tension due to the coupling between the longitudinal and the transverse motions of the
string. The nonlinear force ∼ (a0k0)

2 is similar to the one involved in the radiation
pressure in acoustics (Morse & Ingard (1968)). Let us now apply abruptly this result for
a 1D elastic string to a 2D elastic sheet. The tension stress T of the sheet thus reads

T = Ts + cEh(a0k0)
2, (4.1)

with h the sheet thickness, E the Young modulus, and c a geometry-dependent dimen-
sionless constant. Eq. (4.1) is consistent with our above observations of increasing T with
the forcing amplitude, if one single wave mode is experimentally involved. To identify
its wave number k0 and determine its amplitude a0, long time recording of the wave
height η(t) at a single location of the sheet is performed to resolve the low frequency
response of the system. Figure 4a shows the spectrum of η(t) for different forcing ampli-
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tudes, and for Ps = 0. At low forcing (bottom curve), the forcing response (7 - 10 Hz)
is observed as well as their harmonics. A peak is also visible at low frequency f0 near 2
Hz (see dashed black line). When the forcing is increased, the high frequency part of the
spectrum displays a frequency power-law, whereas the low-frequency part shows that the
peak initially at f0 grows strongly in amplitude, and is slightly increased in frequency
(see vertical dashed lines). This peak amplitude is found to grow nonlinearly with the
forcing, and becomes the most energetic frequency at high enough forcing (see both top
curves). The peak frequency f0 corresponds to the first antisymmetric eigenmode, k0,
of a circular sheet determined by the zero of Bessel function of the first kind (Morse &
Ingard (1968)). Indeed, one finds k0 = 19 m −1 (i.e., λ0 = 33 cm) for R = 20 cm, and
thus f0 ≈ 2 Hz using Eq. (2.2) with T = T 0

s .
The frequency shift of the sheet eigenmode with the amplitude is consistent with the

increase of T observed above. Indeed, the values of T (for the same forcing parameters
as in the one point measurements) are deduced from 2D space-time measurements (see
above). The amplitude a0 of the mode k0 is extracted from Fig. 4a, using the relation

a20(f0) =
∫ f0+δf

f0
Sη(f)df , with δf = 0.06 Hz the spectrum frequency resolution. When

plotting the tension T as a function of a0 as in the inset of Fig. 4a, one finds that
T = T 0

s + c′a20, with c′ = c Eh and T 0
s = 4 N/m, in agreement with Eq. (4.1). As

the eigenvalue frequency is much less that the elastic wave one (5 . f . 500 Hz), the
eigenmode oscillations is quasi-static with respect to the wave propagation. To sum up,
the nonlinear quasi-static oscillations of the fundamental eigenmode of the sheet induce
a mean additional tension on the whole sheet.

4.4. Scaling of tension with pressure: Dynamical case

In §4.2, we have experimentally shown that T ∼ p0.4. This scaling is explained as follows.
First, assume a tension wave (of wave number k and amplitude a) propagating on a 1D
string. The power I due this transverse wave is I ∼ F · v, with F the tension force and
v the velocity of the wave. Assuming v = ∂a/∂t ∼ aω, and F = T∂a/∂x ∼ Tak, one has
thus I = Ta2ωk. For a large enough a, only a dynamical tension T ≫ Ts acts on the
string. Using Eq. (4.1), that is T ∼ (ak)2, one has I = T 2ω/k. For the dispersion relation
of a 1D string ω =

√

T/ρk, one finds T ∼ I2/5ρ1/5. Similarly, for the dispersion relation of
pure tension waves on a 2D floating sheet, ω2 = (T/ρ)k3, and one has T ∼ I2/5(ρ/k)1/5.
Finally, using the experimental observation I ∼ p, one gets T ∼ p2/5(ρ/k)1/5 in good
agreement with our observations in T ∼ p0.4 in Fig. 3 and §4.2.

5. Wave turbulence

Here, we study the regime of wave turbulence when the system is subjected to a random
noise forcing at large scale.

5.1. Wave power spectrum

Figure 4 shows the power spectrum of the wave height Sη(f) as a function of frequency for
different forcing amplitudes. At low forcing, the spectrum exhibits peaks at the forcing
frequencies and at their harmonics. When the forcing is high enough, Sη(f) displays
a power law ∼ f−4.1 on one order of magnitude in frequency (see dashed line), and is
thus found to be scale-invariant as expected for a wave turbulence regime. This power-law
exponent is far from the −17/6 ≃ −2.8 exponent (see solid line) predicted by dimensional
analysis (see Eq. (2.11)).
The spatial spectrum Sv(k = ||k||) of the transverse velocity is computed by integrated

the space-time spectrum of Sv(k, f) over all the directions of k and over f . Figure 5 shows
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Figure 5: Spatial spectrum Sv(k) of the wave transverse velocity for increasing forcing
amplitudes (bottom to top). Solid lines: large vessel, forcing bandwidth: 7 - 10 Hz. Dotted
line: small vessel, forcing bandwidth: 15 - 20 Hz. Dashed lines have a slope −3. Dash-dot
line has a slope −3/4. 10 6 p 6 40 Pa.

Sv(k) when the forcing is increased and for two sheet sizes. At low forcing amplitude,
the forcing response is mainly observed generating a very steep spectrum. When the
forcing is further increased, energy is redistributed to higher frequencies, leading to a
less steep spectrum and a regime roughly in power law of the spatial scales on less than
one decade (1/λ ≈ 20 to 80 m−1). This power-law spectrum scales as Sv(k) ∼ k−α, with
α = 3 ± 0.2. α is found to be independent of the sheet size and the forcing bandwidth
used, but is far from −3/4 (see dotted-dashed line), the one predicted by dimensional
analysis (see Eq. 2.9). Note that a power law is only reached when p/PS ≫ 1, i.e.
when nonlinear effects become important. This observation can be done whatever the
static pressure. The presence of bending waves does not explain for this discrepancy
since bending wave turbulence is predicted to scale as k−1/4 (see Eq. 2.10). Finally
both experimental spectrum scalings in space and in frequency suggest that the change
of variable k ←→ f using the linear dispersion relation to estimate Sv(f) from Sv(k) is
consistent. Indeed, using Sv(ω) = Sv(k)/(dω/dk) and Sv(k) ∼ k−3 found experimentally,
one finds Sv(f) ∼ f−7/3, thus Sη ∼ f−13/3 for pure tension waves (ω(k) ∼ k3/2). This
estimated exponent is coherent with the one find experimentally, Sη ∼ f−4.1.

5.2. Forcing induced anisotropy

Isotropy of the wave field is assumed by wave turbulence theory (Newell & Rumpf (2011)).
The spatial spectrum Sv(kx, ky, f

∗) at a given frequency f∗ is shown in Fig. 6 for moder-
ate and strong forcing. The wave energy is localized around a ring in the Fourier space,
which radius k∗ = k(f∗) is given by the linear dispersion relation of Eq. (2.2). At low
frequency (f∗ = 20 Hz), energy is spread in all directions (see Figs. 6 a, c), the maximum
of energy being near the forcing direction (y-axis). Thus, the forcing induces anisotropy
at low frequency. At higher frequency (f∗ = 80 Hz), this anisotropy is still observed for
moderate forcing (see Fig. 6b), and becomes much more isotropic at strong forcing (see
Fig. 6d). This is likely due to nonlinear interactions and multiple reflexions on the vessel
boundary that enables energy transfers at small scale and redistribution in all directions.
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Figure 6: Space spectrum Sv(kx, ky) at a fixed frequency f∗ = 20 (a, c) or 80 (b, d) Hz,
for a moderate (a, b) and strong forcing (c, d). Energy is localized on a circle of radius
k∗ given by the dispersion relation. At low frequency (a, c), the maximum of energy is
localized is the forcing direction (y-axis). At high forcing and high frequency (d) the
spectrum is more isotropic.

Different frequencies or forcing conditions lead to the same conclusions: the forcing in-
duces anisotropy at large scale, and isotropy is reached at small scale for strong enough
forcing.

The spatial spectrum Sv(k) of Fig. 5 is obtained by integrating Sv(k) over all directions
of k. It thus averages the spectrum components in the forcing direction (y-axis) and in
other directions. By integrating Sv(k) over the y-axis, one gets its component in forcing
direction Sy

v (k). Similarly, by integrating Sv(k) over the x-axis, one has its component in
the normal direction to the forcing Sx

v (k). The angle partial integration is performed with
a 0.5 rad tolerance around the direction (x or y). Figure 7(a) shows Sv(k), S

x
v (k), and

Sy
v (k). As the energy maximum is localized in the y direction (see above), the maximum

of Sy
v (k) is almost one order of magnitude greater than Sx

v (k). Moreover, all spectra
display power laws, say Sx

v (k) ∼ k−αx and Sy
v (k) ∼ k−αy , with αx 6= αy. More precisely,

one finds α = 3± 0.3, αx = 2.3± 0.3 and αy = 3.5± 0.5 each being roughly independent
of the forcing, p/Ps, as shown in Fig. 7b, but all far from the −3/4 prediction of Eq.
(2.9).

When now computing Sv(k, f) either on one quarter or on the whole spatial window
leads to similar results: the wave energy is redistributed on a curve described by the
theoretical dispersion relation with the same value of T . Computing Sv(k, f) integrated
over all directions of k or only for some chosen directions, gives also the same value of T .
Although the wave field is not isotropic at large scale, the sheet tension is thus isotropic
and homogeneous as assumed theoretically in § 2.3.
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Figure 7: (a) Spatial spectrum Sv(k) of the wave transverse velocity. (�−) Sv(k), (◦−)
Sy
v (k), and (−) Sx

v (k). Dashed line has a slope −3. Dash-dot line has a slope −3/4.
Dotted line has a slope −2.3. Large vessel, forcing bandwidth: 7 - 10 Hz. p = 70 Pa. (b)
Power-law exponents. Large vessel: (�) α, (◦) αx and (▽) αy, Ps = P 0

s = 5 Pa. Small
vessel: α: (•) Ps = P 0

s = 3 Pa, (�) Ps = 7 Pa, and (H) Ps = 55 Pa.

To resume, we observe an anisotropy of the wave field at large scale induced by the
forcing. The spectrum computed either in the forcing direction or in the normal one
leads to different power law scalings with k, the one in the forcing direction being the
steepest, and both are in disagreement with the prediction of Eq. (2.9). When performing
experiments with two wave makers with normal directions to each other: Sv(k), S

x
v (k),

and Sy
v (k) are found to be similar with the same power law scaling in k−3, still far from

the k−3/4 prediction. Thus, the anisotropy is not the main origin for this discrepancy
between the theoretical and experimental exponents.

5.3. Role of the sheet finite size

When the vessel diameter is reduced by a factor 2, a power-law spectrum, Sv(k) ∼ k−α

is still observed as shown in Fig. 5. Fig. 7b shows α as a function of p/Ps for the small
and large vessels with α = 3± 0.3 whatever the vessel size used here. This value of α is
also independent on the sheet tension for 3 6 Ps 6 60 Pa for which power law spectrum
is observed. The regime of wave turbulence is thus independent of the vessel size and of
the static sheet tension whatever the forcing in the range 5 6 p/Ps 6 30.

5.4. Time scale separation

Let us now consider the typical time scales involved in our experiment. Wave turbulence
theory assumes a time scale separation τl(k) ≪ τnl(k) ≪ τd(k), between the linear
propagation time, τl, the nonlinear interaction time, τnl, and the dissipation time, τd.
The linear propagation time is τl = 1/ω(k), with ω(k) the linear dispersion relation
of Eq. (2.2). τd(k) is determined by performing freely decaying experiments (Miquel &
Mordant (2011b)). τnl(k) is related to the broadening of the dispersion relation and
can be experimentally estimated by the width of the spatio-temporal spectrum Sv(k, f)
(Nazarenko (2011), Miquel & Mordant (2011a)).

5.4.1. Dissipation time

The dissipation time, τd(k), at each scale k is determined experimentally by performing
freely decaying experiments. The protocol is similar to the one of recent works on gravity-
capillary wave turbulence (Deike et al. (2012)) or on flexural wave turbulence on a plate
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Figure 8: Temporal decay of the space-time spectrum for a sinusoidal forcing at fp = 20
Hz. Left: main: 〈log Sv(k, t)〉. Inset: space spectrum 〈Sv(k, t

∗)〉 at different times t∗ = 0.1,
0.2, 0.4, 0.6, 0.8 and 1 s (from top to bottom). Dashed lines have a slope −2.8. Right:
main: (◦) Temporal decay of the spectrum Fourier component 〈Sv(k

∗, t)〉 at mode k∗ =
116.9, 143.2, 182.2, 246.3, 312.3, and 377.6 m−1 (from top to bottom). Dashed lines are
exp [−t/τd(k∗)] with τd(k

∗) fitted from the data (from top to bottom). Inset: τd versus
k. (�) experiments, and (−) best fit τd = Ak−1 with A = 3.2 s/m−1.

(Miquel & Mordant (2011b)). First, surface waves are generated to reach a stationary
wave turbulence state (see § 3). Then the forcing is stopped at t = 0, and the temporal
decay of the spatial wave field is recorded during a time T = 3 s. The experiment is
automatically iterated 10 times to improve statistics, and results are averaged (ensemble
average denoted by 〈·〉). To analyze the different steps of the decay, the wave velocity
spectrum is computed over short-time intervals [t, t + δt] with δt = 0.1 s. Experiments
are performed in the large vessel, and similar results is obtained whatever the forcing.
The temporal decay of the space-time power spectrum 〈Sv(k, t)〉 is displayed in Fig.

8(left) and shows that small scales are first dissipated. The inset shows the temporal
evolution of the spatial spectrum 〈Sv(k, t

∗)〉 at different decay times t∗. It corresponds
to different vertical sections of the space-time spectrum of the main Fig. 8(left). At the
beginning of the decay (t . 0.5 s), the spectrum shape is conserved (see top curves in the
inset Fig. 8(left)). For t . 0.5 s, one finds roughly 〈Sv(1/λ, t

∗)〉 ∼ k−2.8 in the inertial
range. This exponent is thus close to the one found in the stationary state (see § 5.2).
This self-similar temporal decay of the wave spectrum has been predicted theoretically
(Zakharov et al. (1992)), and has been observed for decaying capillary wave turbulence
(Deike et al. (2012)), and decaying flexural wave turbulence on a plate (Miquel & Mor-
dant (2011b)). For t & 0.5 s, no power law regime is observed, meaning that the wave
turbulence regime stops in favor of a purely dissipative regime.

Figure 8 (right) shows the temporal evolution of the amplitude of the Fourier modes
〈Sv(k

∗, t)〉 at different k∗. It corresponds to different horizontal sections of the space-
time spectrum of the main Fig. 8(left). For t & 0.5 s, each Fourier mode is found to
decay exponentially in time, 〈Sv(k

∗, t)〉 ∼ exp [−2t/τd(k∗)] with a typical time τd(k
∗)

given by the best fit of the experimental data. τd(k
∗) is displayed in inset of Fig. 8

(right). One finds τd(k
∗) ∼ 1/k∗ meaning that small scales dissipates more rapidly than

large ones. By using temporal measurement in one spatial point, one gets the frequency
scaling, τd(f) ∼ f−0.7 consistently with τd(k) ∼ k−1 since ω2 = T

ρ k
3. Similar scaling laws

are observed whatever the initial static tension used. Even if the physical origin of the



16 Luc Deike, Jean-Claude Bacri and Eric Falcon

0 100 200 300 400 500

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

f (hz)

S
v
(k

* ,f
)/

S
vm

a
x
(k

* ,f
)

 

 

(a)

ω /(2π)m

Δω/(2π)

10
1

10
2

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

1/λ (m
−1

)

τ n
l, 

τ d
 a

n
d

 τ
l (

s
)

(b)

F
o

rc
in

g

Figure 9: (a) (◦) Spectrum Sv(k
∗, f) normalized by its maximum for k∗ = 2π × 29 m−1.

(−−) Gaussian fit: exp [−(ω − ω∗)2/∆ω2] with ω∗ = 2π×47 s−1, and ∆ω = 2π×14.8 s−1.
(b) Typical time scales: (∗) τnl and (•) τl both for low (top (blue)) and strong (bottom
(red)) forcings, and (�) τd. Dashed line: best fit τd ∼ 1/k. Dash-dot lines: τnl ∼ k−3/4

from Eq. (2.13). Solid lines: τl ∼ k−3/2 (tensional waves). Low forcing is p = 2 Pa, and
T = 4 N/m. High forcing is p = 145 Pa, and T = 17 N/m.

dissipation is not known, an important result of this part is that dissipation occurs at all
scales within the inertial range contrary to the hypothesis of wave turbulence theory.

5.4.2. Nonlinear interaction time

As shown previously in Figure 2, the spatio-temporal spectrum Sv(k, f) broadens
around the linear dispersion relation curve when the forcing is increased. The nonlin-
ear time scale τnl(k) is related to this broadening (Nazarenko (2011), Miquel & Mordant
(2011a)). It is estimated by τnl(k) = 1/∆ω(k), the inverse of the width ∆ω(k) of spec-
trum Sv(k, f) at a given wave number k. As shown in Fig. 9(a), ∆ω(k) is extracted from
Sv(k, f) by the rms value of a Gaussian fit with respect to k at a fixed ω∗. Then, iterating
this protocol to all k allow us to determine τnl(k). Fig. 9(b) shows that τnl(k) is found
to scale as τnl ∼ k−3/4 for low and high forcings, in well agreement with the prediction
of Eq. (2.13). When the forcing is increased, the degree of nonlinearity increases, and τnl
is found to decrease. This is consistent with the theoretical scaling τnl ∼ ǫ−1/2 of Eq.
(2.13).

5.4.3. Time scale separation

We can now take stock of our results to compare the evolution of the linear time
τl(k), the nonlinear time τnl(k), and the dissipation time τd(k) across the scales. One
has experimentally found τnl ∼ k−3/4 (see § 5.4.2) as expected theoretically by Eq.
(2.13), τd(k) ∼ k−1 (see § 5.4.1), whereas τl(k) ∼ k−3/2 comes from the experimen-
tal dispersion relation. The time scale separation hypothesis of wave turbulence theory,
τl(k) ≪ τnl(k) ≪ τd(k), is well satisfied experimentally for k & kc = 2π × 10 m−1 as
shown in Figure 9(a) for two forcing amplitudes. For k . kc, the separation scale breaks
down since τl ≈ τnl ≪ τd. This scale corresponds to a wavelength λc ≃ 10 cm of the
order of the forcing scale (& 10 cm - see Fig. 7a), and thus is not involved in the cascade
process. Finally, even if the nonlinear time scale is in good agreement with Eq. (2.13)
and if the time scale separation is well satisfied experimentally within the inertial range,
the scaling of the power-law spectrum with k does not follow Eq. (2.9).
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6. Conclusion

We have reported about experiments on nonlinear waves on the surface of a fluid cov-
ered by an elastic sheet. An optical method is used to obtain the full space-time wave
field. It enables to reconstruct the dispersion relation of waves showing a transition be-
tween tension and bending waves. When the forcing is increased, a shift of the dispersion
relation occurs. We show that this effect is due to an additional tension of the sheet
induced by transverse nonlinear motion of a fundamental mode of the sheet.

When the system is subjected to a random noise forcing at large scale, a regime of
hydroelastic wave turbulence is observed. The spectrum of wave velocity then displays
power laws of frequency and of wave number within an inertial range. This wave tur-
bulence state corresponds theoretically to a direct cascade of energy flux through the
scales. However, the frequency and wave number power law exponents of the spectrum
are found in disagreement with the theoretical prediction. These exponents are found
to be independent of the vessel size for the two tested configurations, of the strength of
the forcing, and of the static sheet tension applied. To explain this discrepancy, several
hypotheses of the theory have been experimentally tested to probe their validity domain
in our experiment. Although an anisotropy of the wave field is induced by the forcing at
large scale and weak forcing, it is not at the origin of this discrepancy. The time scale
separation hypothesis has then been experimentally tested. The dissipation time of the
waves, the nonlinear interaction time and the linear time of wave propagation have been
measured at each scale. The separation of these time scales is well observed within the
inertial range of the wave turbulence cascade. However, we have found that the dissipa-
tion occurs at all scales of the cascade contrary to the theoretical hypothesis. Although
we can not discriminate the physical mechanism at the origin of the dissipation, the fact
that it occurs at all scales could explain the discrepancy between the experimental and
theoretical scalings of the spectrum. The occurrence of dissipation at all scales induces
an ill-defined inertial range between the forcing and the dissipation and has been recently
shown to be responsible for such a discrepancy in flexural wave turbulence on a metallic
plate (Miquel et al. (2013); Humbert et al. (2013)). Possible non local interactions could
be also put forward such as those involving the slow dynamics of a sheet fundamental
mode that has been shown to modify the sheet tension at all scales. Moreover the possible
interpretation of this mode dynamic as a condensation process, similar to what happen
in 2D hydrodynamic turbulence (Sommeria (1986)) or in optical wave turbulence (Laurie
et al. (2012)), is an open question and deserves further study.

To conclude, a regime of wave turbulence has been observed in an original system even
if some theoretical hypotheses are not fulfilled. We emphasizes that dissipation occurring
at all scales, and non local interactions should be included in future wave turbulence
theories to have a more complete description of the experiments.

This work was supported by ANR Turbulon 12-BS04-0005. The authors thank M.
Berhanu, M. Devaud, T. Hocquet, B. Miquel and M. Durand for fruitful discussions, and
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Boudaoud, A., Cadot, O., Odille, B. & Touzé, C. 2008 Observation of wave turbulence in
vibrating plates. Phys. Rev. Lett. 100, 234504.

Cobelli, P., Maurel, A., Pagneux, V. & Petitjeans, P. 2009 Global measurement of water
waves by fourier transform profilometry. Exp. Fluids 46, 1037–1047.



18 Luc Deike, Jean-Claude Bacri and Eric Falcon

Cobelli, P., Przadka, A., Petitjeans, P., Lagubeau, G., Pagneux, V. & Maurel, A.
2011 Different regimes for water wave turbulence. Phys. Rev. Lett. 107, 214503.

Connaughton, C., Nazarenko, S. & Newell, A. C. 2003 Dimensional analysis and weak
turbulence. Physica D 184 (1–4), 86–97.

Davys, J. W., Hosking, R. J. & Sneyd, A. D. 1985 Waves due to a steadily moving source
on a floating ice plate. J. Fluid Mech. 158, 269–287.

Deike, L., Berhanu, M. & Falcon, E. 2012 Decay of capillary wave turbulence. Phys. Rev.
E 85, 066311.

Denissenko, P., Lukaschuk, S. & Nazarenko, S. 2007 Gravity wave turbulence in a labo-
ratory flume. Phys. Rev. Lett. 99, 014501.
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10.1 Contexte

Les interactions non-linéaires résonantes sont d’un intérêt majeur pour la compréhension
des échanges énergétiques dans un système d’ondes en interaction. Il est notamment nécessaire
de savoir quel type d’interaction domine dans le système afin d’appliquer le formalisme de la
turbulence d’ondes, basé sur de tels processus. Ce chapitre présente une étude expérimentale des
interactions à trois ondes à la surface d’une feuille élastique flottante. Les résultats expérimentaux
sont discutés vis à vis de la théorie des interactions résonantes [48, 151, 152, 153, 6].

Le processus d’interaction non linéaire résonant le plus simple est celui mettant en jeu la
rencontre du moins d’ondes possible, c’est-à-dire trois ondes [153]. Ce type d’interaction a donc
été étudié théoriquement dans de nombreux systèmes, en physique des plasmas et en optique
non linéaire [154, 155], ou en hydrodynamique dans le cas d’interaction ondes-écoulement en
couche limite [156, 157]. Dans le cas des ondes internes de récentes expériences ont confirmé le
processus d’interactions à trois ondes résonantes, dans un fluide stratifié [158] et dans un fluide
en rotation [159]. Le cas des ondes de surface capillaires a été largement étudié théoriquement
et expérimentalement [49, 50, 151], ainsi qu’en configuration d’ondes excitées par l’instabilité de
Faraday [160]. Le cas des ondes de gravité à la surface de l’eau a également été le sujet de nom-
breux travaux du fait de son importance en océanographie, et il a été montré expérimentalement
et théoriquement que les interactions à trois ondes sont interdites par la relation de dispersion
et le processus à considérer implique quatre ondes [48, 161, 162].

Dans le cas des ondes hydro-élastiques à la surface d’une feuille élastique flottante, nous avons
vu au chapitre 9 que la forme des non-linéarités laisse présager l’existence d’interactions à trois
ondes. Dans le présent chapitre, la vérification expérimentale de cette prédiction est présentée.
Le principe de l’expérience est simple et consiste à faire rencontrer deux trains d’ondes mères
harmoniques à des fréquences voisines ω1 et ω2 et d’observer l’apparition d’un troisième train
d’ondes à la fréquence de résonance ω3 = ω1 + ω2. La condition de résonance géométrique sur
les vecteurs d’ondes est également vérifiée expérimentalement k1+k2 = k3. La mesure des taux
de croissance des ondes filles en fonction des amplitudes des ondes mères permet, grâce à une
comparaison avec les prédictions de la théorie des interactions résonantes, de conclure quand à
l’existence d’interactions à trois ondes pour une gamme de fréquence correspondant aux ondes
de tension et de tension-flexion.

Le chapitre est composé comme suit. Des éléments de la théorie des interactions résonantes
sont tout d’abord rappelés au § 10.2. Les observations expérimentales directes permettant de
conclure à la formation d’une onde fille satisfaisant la condition de résonance à trois ondes sont
ensuite présentées au § 10.3. L’évolution temporelle des différents modes en interaction est ensuite
discutée § 10.4. Une conclusion est donnée au § 10.5.

10.2 Eléments de la théorie des interactions résonantes

10.2.1 Généralités

Nous allons tout d’abord introduire quelques éléments de la théorie des interactions réso-
nantes, développée dans le cas des ondes capillaires par Mc Goldrick [151] et généralisée ensuite
par Simmons [152], adaptée à l’origine des travaux de Phillips sur les ondes de gravité à la sur-
face de l’océan [161, 48, 162]. L’idée de départ est de considérer les interactions résonantes entre
certains modes comme le processus dominant pour de faible non-linéarité. Dans le cas d’une non



10.2. THÉORIE DES INTERACTIONS RÉSONANTES 165

linéarité quadratique, comme c’est le cas des ondes capillaires le processus dominant est un pro-
cessus d’interactions à trois ondes. Il en est de même pour les ondes hydro-élastiques de tension
ou de flexion. Ainsi, les ondes peuvent échanger de l’énergie entre modes si la double condition
de résonance (spatiale et temporelle) suivante est satisfaite :

ω1 ± ω2 ± ω3 = 0 (10.1)

k1 ± k2 ± k3 = 0 (10.2)

Les vecteurs d’ondes et les pulsations étant reliés par la relation de dispersion, dans le cas des
ondes à la surface d’une feuille élastique, lorsque la gravité est négligeable (comme c’est le cas
dans notre expérience) :

ω2 =
T

ρ
k3 +

D

ρ
k5. (10.3)

Considérons un système dynamique arbitraire dans lequel les interactions triadiques sont
possibles. Dans le cas où deux ondes mères de pulsation ω1 et ω2 sont initialement présentes,
elles vont donner lieu à une onde fille de pulsation ω3 = ω2+ω1. Alors l’évolution dynamique de
ce système à trois ondes, pour de faibles non-linéarités, s’écrit [152, 6] :(

∂

∂t
+ Ui · ∇

)
Ai + δiAi = iA∗

i+1A
∗
i+2γi, (10.4)

avec δi le coefficient d’amortissement de l’onde i (supposé réel), Ai les amplitudes complexes
(et conjuguées notées ∗), Ui, les vitesses de groupe, γi le coefficient d’interaction, et i = 1, 2, 3
interchangeables cycliquement. Le coefficient d’interaction pour des triades résonnantes est donné
par [152, 6] :

γi = − ki
4ωi

3∑
j=1

ωjωj+1

(
1 +

kj · kj+1

kjkj+1

)
. (10.5)

Ce coefficient dépend donc de la géométrie des ondes mères (par le produit scalaire kj · kj+1),
des fréquences et nombre d’ondes mis en jeu, et donc implicitement des propriétés physiques du
milieu de propagation (tension de surface, tension, module de flexion...).

Les équations d’évolutions des amplitudes réelles ai et phases ϕi s’écrivent alors, à partir de
l’eq. (10.4)

∂ai
∂t

+ δiai +∇ · (Uiai) = ai+1ai+2γi sin(ϕ),

∂ϕi
∂t

+∇ · (Uiϕi) =
ai+1ai+2

ai
γi cos(ϕ),

(10.6)

avec ϕ = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 la phase totale.

10.2.2 Croissance linéaire

Cherchons une solution approchée des eq. (10.6) dans le cas où deux ondes mères sont pré-
sentes initialement dans le système, aux fréquences f1 et f2 et d’amplitudes a1 et a2 constantes
dans le temps. Une onde fille est alors générée à la fréquence f3 d’amplitude a3(t). Les amplitudes
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Figure 10.1 – (a) Schéma du dispositif expérimental. (b) Principe des interactions résonantes à
3 ondes. (c) Exemple de signal de vitesse verticale des ondes mesurée au vibromètre.

des ondes mères sont supposées grandes devant celle de l’onde fille, a1, a2 ≫ a3(t), ainsi l’évolu-
tion temporelle de l’amplitude de l’onde fille peut s’écrire à partir de l’éq. (10.6), en négligeant
les variations spatiales et l’amortissement :

∂a3
∂t

= a1a2γ3 sin(ϕ), (10.7)

avec la condition initiale a3(t = 0) = 0, cette équation, valable uniquement aux temps courts se
résout trivialement :

a3(t) = αtht avec αth = a1a2γ3 sin(ϕ), (10.8)

le taux de croissance. Cette théorie simplifiée des interactions résonantes nous prédit alors une
croissance linéaire de l’onde fille, avec un taux de croissance proportionnelle au produit des
amplitudes des ondes mères a1 · a2, du coefficient d’interaction γ3 et de la phase des ondes.

10.3 Observations expérimentales

10.3.1 Protocole et dispositif

Le dispositif expérimental est le même que celui présenté au chapitre 9 et consiste en une
cuve circulaire de rayon R = 20 cm couverte d’une feuille élastique, fixée aux bords de la cuve.
Nous avons vu au chap. 9 que la fixation de la membrane induit une tension statique, ici Ts = 5
N/m. Rappelons la transition entre ondes de tension et de flexion kTD =

√
T/D qui donne

une fréquence de transition fTD ≈ 250 Hz. La vue de dessus du dispositif expérimental est
représentée sur la fig. 10.1 (a). Deux batteurs faisant un angle θ = 90̊ (comme représenté fig.
10.1 (a)) sont actionnés à un temps t = 0 s par un forçage sinusoïdal à une fréquence donnée à
l’aide d’un vibreur électromagnétique (LDS V201). Le mouvement de chaque batteur est ainsi
af,i = a0f,i sin(ωit), avec i = 1, 2. Dans toutes les expériences présentées ici les amplitudes de
deux ondes mères sont choisies quasiment égales, a0f,i = a0 pour i = 1, 2 et a0 désigne donc
l’amplitude de forçage. Différentes fréquences de forçage sont utilisées fi = ωi/(2π) ∈ [35 : 100]
Hz, les écarts entre les deux ondes mères sont choisies dans l’intervalle ∆f = |f2 − f1| ∈ [8 : 16]
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Hz. Deux types de mesure de la vitesse verticale des ondes sont utilisés, l’une spatiale réalisée
par profilométrie par transformée de Fourier sur une zone de 25 par 18 cm (image prise à l’aide
d’une caméra Phantom V9 à 1000 images par seconde), l’autre ponctuelle à l’aide du vibromètre
laser (Polytech OPV 506). La position de mesure du vibromètre ainsi que la fenêtre spatiale
sont indiquées sur la fig. 10.1 (a). Les deux types de mesure ne sont pas réalisés simultanément
pour une question d’encombrement. La mesure spatiale permet de caractériser la géométrie des
ondes alors que la mesure temporelle permettra l’analyse temps-fréquence. Dans les deux cas,
la mesure commence à t = 0 lorsque les batteurs sont actionnés afin d’enregistrer le moment
où le forçage commence et d’analyser le régime transitoire. Forçage et mesure durent quelques
secondes, 4s pour la mesure spatiale, 10s pour la mesure temporelle. Un régime stationnaire est
atteint rapidement en moins d’une seconde. Dans le cas des mesures au vibromètre, la même
expérience est répétée N = 10 fois afin de réaliser des moyennes d’ensembles (désignées par ⟨·⟩).
Ce protocole permet d’améliorer le rapport signal sur bruit et est nécessaire dans l’optique d’une
analyse temps-fréquence.

Les amplitudes de forçages sont choisies telles que a0 ∈ [0.01−0.1] mm afin de voir apparaitre
les faibles non-linéarités. Il s’agit de non-linéarités relativement faibles comparées au chapitre 9 où
le régime de turbulence d’ondes était observé pour des hauteurs de vagues ≈ 1mm. Remarquons
que la grande sensibilité du vibromètre laser permet de mesurer les très faibles amplitudes des
ondes filles qui seront de l’ordre de 0.1− 1µm. Les expériences réalisées sont donc extrêmement
sensibles.

Nous allons ainsi analyser en temps et en espace le champ de vagues créé par la superposition
de deux ondes mères faiblement non linéaires de fréquences différentes et mettre en évidence la
génération et la croissance d’une troisième onde fille. Remarquons que nous mesurons des vitesses
verticales v = ∂a/∂t, avec a l’amplitude des ondes. Les grandeurs théoriques sont présentées en
amplitude et le lien à une fréquence donnée ωi entre amplitude â(ω) et vitesse v̂(ω) dans l’espace
de Fourier se fera trivialement par |v̂(ωi)| = ωi|â(ωi)|.

10.3.2 Observations des conditions de résonance

L’analyse des signaux, temporels v(t) et spatiaux v(x, y) du champ d’ondes, ainsi que le
spectre spatio-temporel Sv(k, f) permettent d’observer l’apparition de l’onde fille à partir d’un
couple d’ondes mères et la satisfaction des conditions de résonance d’un processus d’interaction à
trois ondes. Ces observations sont présentées pour un couple de fréquence, f1 = 35 Hz et f2 = 43
Hz.

Un exemple de signal de vitesse verticale obtenue au vibromètre laser est montré fig. 10.1. La
vitesse mesurée croit rapidement pendant environ 0.1 s et le signal témoigne d’une superposition
de fréquence, qui semble ensuite stationnaire pour 0.1 < t < 1 s. La figure 10.2 montre le
champ de vague spatial v(x, y), aux premiers instants de l’expérience, mesuré à l’aide de la
profilométrie par transformée de Fourier. Deux trains d’ondes arrivent en provenance des batteurs
(cf. fig. 10.2. a), puis se rencontrent vers le milieu de la fenêtre d’observation (fig. 10.2. b). Les
deux ondes mères générées par les batteurs aux fréquences f1 et f2 sont observées se propagent
perpendiculairement entre elles dans la direction donnée par les batteurs, avec des vecteurs
d’ondes k1 et k2 respectivement. La rencontre des deux trains d’ondes créé un champ de vagues
complexe témoignant de la superposition d’ondes impliquant différentes fréquences spatiales.

Nous allons maintenant vérifier que f et k sont bien reliés par la relation de dispersion linéaire
des ondes se propageant à la surface d’une feuille élastique flottante ω2 = T

ρ k
3+D

ρ k
5, avec T = Ts
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Figure 10.2 – Exemple de champ de vitesse verticale des ondes v(x, y) (amplitude de la vitesse
en m/s en couleur) quelques instants après le début du forçage (a) et plus tard (b). Deux ondes
quasi-planes sont visibles en (a) et se rencontrent. En (b) le champ de vagues apparait plus
complexe. f1 = 35 Hz et f2 = 43 Hz, et θ = 90̊ .

donnée par la tension statique de la feuille élastique. La figure 10.3a montre le spectre spatio-
temporel Sv(k, f) intégré sur tous les angles et sur l’ensemble du temps de mesure. Les ondes
se propagent bien suivant la relation de dispersion linéaire, avec T = Ts = 5 N/m, indiquée en
trait plein (blanc). Les fréquences des ondes mères f1 et f2 et de l’onde fille f3 sont indiquées
par des pointillés noirs ainsi que les nombres d’ondes correspondants ki. Les harmoniques 2f1 et
2f2 sont également bien visibles. Nous avons ainsi une confirmation quantitative des relations de
résonance sur les fréquences ω1 + ω2 = ω3 et sur les nombres d’ondes ||k1 + k2|| = ||k3||

Nous pouvons également vérifier quantitativement les angles de propagation des ondes à la
fréquence fi et de vecteur d’onde ki en calculant le spectre spatial à la fréquence correspondante,
Sv(kx, ky, fi), comme illustré sur les fig. 10.3b, 10.3c et 10.3d pour les deux ondes mères et l’onde
fille respectivement. La figure 10.3b montre le spectre spatial à la fréquence de l’onde mère
1 Sv(kx, ky, f1), et la directionnallité de propagation apparait clairement anisotrope, l’énergie
étant principalement localisé dans le sens de y positif, qui est la direction donnée par le forçage.
Le vecteur d’onde k1 est ainsi identifié et est indiqué sur la figure. De l’énergie est également
présente pour d’autres directions du fait des réflexions sur les bords (le spectre étant calculé sur
l’ensemble de la mesure). Le même type d’observation pour l’onde mère 2 est montré sur la fig.
10.3c à l’aide du spectre spatial Sv(kx, ky, f2), avec cette fois ci comme direction principale les
x négatifs et k2 est identifié. Enfin le spectre spatial de l’onde fille 3 et son vecteur d’onde k3

sont identifiés grâce à Sv(kx, ky, f3) sur la fig. 10.3d : l’énergie est principalement localisée dans
la direction donnée par le vecteur k3 = k1 + k2.

Finalement, nous avons bien vérifié la double condition de résonance des interactions tria-
diques :

ω1 + ω2 = ω3, k1 + k2 = k3, (10.9)

et mis en évidence la formation d’une onde fille à haute fréquence à partir de deux ondes mères
à plus basse fréquence. Ce résultat est obtenu pour différents couples de fréquences mères et
d’amplitudes de forçage.
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Figure 10.3 – (a) : Sv(k, f). La ligne blanche indique la relation de dispersion ω2 = fracTρk3+
D
ρ k

5 avec T = 5 N/m. Les croix blanches correspondent aux maxima locaux. Les lignes poin-
tillées noires indiquent les fréquences f1, f2 et f3 et les nombres d’ondes correspondants. (b)
Sv(kx, ky, f1). (c) Sv(kx, ky, f2). (d) Sv(kx, ky, f3). Fig. (d) la construction k3 = k1+k2 est indi-
quée. Pour ces trois figures, chaque cercle noir a un rayon |ki| donné par la relation de dispersion
linéaire |ki|(ωi). Les vecteurs d’ondes ki sont indiqués par des flèches blanches. f1 = 35 Hz et
f2 = 43 Hz.
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Figure 10.4 – Gauche : Spectre temps fréquence ⟨Sv(t, f)⟩, l’échelle de couleur indique
log ⟨Sv(t, f)⟩. Droite : spectre fréquentiel ⟨Sv(f)⟩, intégré sur tous les pas de temps, pour des
fréquences mères : f1 = 35 Hz et f2 = 43 Hz. Les fréquences mères, la fréquence fille f3 = f1+f2
et les harmoniques 2f1 et 2f2 sont indiquées. Les fréquences mères sont visibles dès t = 0 alors
qu’un léger retard est visible avant l’observation des ondes filles. Les amplitudes des ondes filles
sont beaucoup plus faibles que celles des ondes mères.

10.4 Evolution temporelle des modes

10.4.1 Analyse temps-fréquence

Nous allons maintenant nous intéresser à l’évolution temporelle des différents modes. Pour
cela, une analyse temps fréquence est réalisée sur le signal temporel de vitesse verticale des ondes
v(t) (comme celui de la fig. 10.1 (droite)). Le spectre temps-fréquence Sv(t, ω) est calculé à l’aide
de la fonction spectrogram de Matlab définie comme :

Sv(t, ω) =

∣∣∣∣∫ t+∆t

t
duv(u)eiωth(t− u)

∣∣∣∣2 , (10.10)

avec h(t − u) une fenêtre glissante de Hamming normalisée. Une grande (resp. petite) fenêtre
donne une bonne résolution fréquentielle (resp. temporelle). La figure 10.4 (gauche) montre le
spectre temps fréquence ⟨Sv(t, f)⟩ pour le même exemple de couples de fréquences mères (⟨·⟩
désigne une moyenne d’ensemble sur 10 réalisations). Les fréquences de forçage f1 et f2 sont
facilement identifiables et sont présentes dès le début de l’expérience (t = 0 lorsque les batteurs
sont mis en marche). Après un court transitoire, elles possèdent une amplitude environ constante
tout au long de la mesure. Les ondes créées par interactions résonantes triadiques sont égale-
ment visibles, d’amplitudes beaucoup plus faibles, à la fréquence résonante f3 = f1 + f2 et aux
harmoniques du forçage 2f1 et 2f2. Ces ondes apparaissent quelques instants (≈ 0.1 s) après la
mise en marche des batteurs et semblent ensuite avoir une amplitude constante. La figure 10.4
(droite) montre le spectre temporel ⟨Sv(f)⟩ intégré sur le temps total (10 s) de l’expérience. Les
fréquences de forçage, leurs harmoniques et la fréquence de l’onde fille sont bien visibles et sont
indiquées par des traits pointillés. Les deux ondes mères ont des amplitudes comparables a1 ≈ a2
et très supérieures aux amplitudes des harmoniques ou de l’onde fille, a1, a2 ≫ a3. Le fait que
seules ces fréquences soient présentes s’explique par l’existence d’interactions à 3 ondes.
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Figure 10.5 – ⟨Sv(f)⟩, pour f1 = 35 Hz et f2 = 43 Hz (gauche) et f1 = 85 Hz et f2 = 100 Hz
(droite) pour des amplitudes de forçage a1 = a2 = a0 croissantes de bas en haut. L’amplitude de
l’onde fille à la fréquence f3 croit lorsque les amplitudes des ondes mères croissent. Remarquons
que pour les amplitudes les plus faibles, l’onde fille n’est pas présente sur la figure de droite.

10.4.2 Amplitude des modes

La figure 10.5 montre ⟨Sv(f)⟩ (intégré sur le temps de l’expérience) avec des amplitudes
de forçage croissantes (de bas en haut) des ondes mères, a0, pour deux couples de fréquences
mères : f1 = 35 Hz et f2 = 43 Hz à gauche et f1 = 85 Hz et f2 = 100 Hz à droite. Dans
tous les cas l’amplitude des ondes mères est beaucoup plus importante que celle de l’onde fille,
l’amplitude du spectre en f1 et f2, étant deux ordres de grandeurs supérieures à la valeur en f3 :
⟨Sv(f1)⟩, ⟨Sv(f2)⟩ ≫ ⟨Sv(f3)⟩.

Nous allons maintenant nous intéresser à l’évolution temporelle des différents modes. L’am-
plitude d’une onde à fi, à l’instant t est évaluée à partir du spectre de vitesse temps-fréquence
au temps t : ⟨Sv(fi, t)⟩,

ai(t) = vi(ωi, t)/ωi, vi(ωi, t) =

√∫ ωi+δω

ωi−δω
⟨Sv(u, t)⟩du, (10.11)

avec δω = 2πδf la largeur à mi hauteur du pic à la fréquence ωi du spectre (typiquement δf ≈ 1
Hz). Il est ainsi possible d’extraire a1(t) et a2(t) les amplitudes des ondes mères ainsi que a3(t)
l’amplitude de l’onde fille. La figure 10.6 montre la croissance des amplitudes ai(t) des deux
ondes mères, de l’onde fille et des deux harmoniques du forçage, pour une amplitude de forçage
donnée a0. Dans tous les cas une valeur stationnaire est atteinte après environ une seconde. La
condition a1, a2 ≫ a3 est respectée à tout temps, cependant l’amplitude des ondes mères est loin
d’être constante au cours de la croissance de l’onde fille. La croissance des harmoniques 2f1 et
2f2 est similaire à celle de l’onde fille f3.

10.4.3 Taux de croissance de l’onde fille

Intéressons nous maintenant à la croissance de l’amplitude a3(t) de l’onde fille. La figure
10.7 montre a3(t) pour différentes amplitudes de forçage des ondes mères a0 (croissant de bas en
haut). Quelque soit a0, a3 croît rapidement et un ajustement linéaire a3 = αexpt est indiqué. Cet
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Figure 10.6 – Evolution temporelle de l’amplitude des ondes ai(t) des fréquences mères f1 (�)
et f2 (�), de la fréquence résonante f3 (◦) et des deux harmoniques 2f1 (▽) et 2f2 (▽) pou :
f1 = 35 Hz et f2 = 43 Hz (gauche) et f1 = 85 Hz et f2 = 100 Hz (droite), à une amplitude de
forçage donnée. L’amplitude des ondes mères est toujours supérieure à celle des ondes filles.

ajustement permet d’extraire le taux de croissance de l’onde fille αexp en fonction de l’amplitude
seuil des ondes mères a1 et a2. La figure 10.8 montre l’évolution du coefficient αexp avec le produit
des amplitudes mères a1 · a2. Une dépendance linéaire est observée. Ce résultat est en accord
avec l’eq. (10.8), même si l’hypothèse a1, a2 constant au cours du temps n’est pas vérifiée.

Il est alors tentant de comparer le taux de croissance ainsi obtenu avec le taux de croissance
théorique eq. (10.8). Cependant, plusieurs problèmes apparaissent, la phase totale ϕ n’a pas été
évaluée, même si cela devrait être possible. Suivons la démarche de [50], qui considère sin(ϕ) =
±π/2, et comparons les valeurs absolues |αexp| et αth. Il vient un écart énorme de plusieurs
ordres de grandeurs entre ces deux valeurs. Ce très grand écart pourrait être attribué au fait de
considérer l’amplitude des ondes mères en régime stationnaire et non pas au court du temps, ce
qui mène à une surestimation du terme a1 · a2. Décomposons le taux de croissance expérimental
en αexp = γexpa1a2, avec γexp le coefficient d’interaction expérimental. Le rapport des coefficients
d’interactions pour les deux couples de fréquences mères étudiées permet de s’affranchir de la
dépendance en amplitude, il vient comme rapport expérimental γ35,43exp /γ85,100exp ≈ 0.31 et théorique
γ35,433 /γ85,1003 ≈ 0.23. Ces deux rapports sont donc relativement proches et cela pourrait confirmer
que prendre comme amplitudes des ondes mères les valeurs stationnaires induit en erreur. Une
façon de s’affranchir de ce problème expérimental serait de réaliser des expériences similaires
permettant de suivre l’évolution des trains d’ondes dans l’espace en l’absence de réflexion (ce qui
est possible en utilisant des plages absorbantes à l’opposé des batteurs), et ainsi de mesurer le
taux de croissance spatial.

La phénoménologie décrite pour les deux couples de fréquence apparait robuste pour une large
gamme de fréquences testées d’ondes tension-flexion. La condition de résonance géométrique est
observée ainsi qu’une croissance linéaire de a3(t) en fonction de a1 · a2. Une comparaison plus
quantitative avec la théorie des interactions résonantes nécessiterait cependant de prendre en
compte l’amplitude variant dans le temps des ondes mères et sans doute le facteur d’atténuation
des ondes.
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Figure 10.7 – Evolution temporelle de l’amplitude de l’onde fille a3(t) lorsque a1 = a2 = a0
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10.5 Conclusion et perspectives

Le processus d’interactions à trois ondes a été mis en évidence expérimentalement pour des
ondes hydro-élastiques se propageant à la surface d’une feuille élastique mince flottant à la surface
de l’eau. A partir d’un couple d’ondes mères de fréquence différente, une onde fille est engendrée,
se propageant à la fréquence résonante donnée par une interaction triadique. Nous avons montré
expérimentalement que la double condition de résonance en fréquence et en vecteur d’ondes est
bien vérifiée et que l’amplitude de l’onde fille croît de façon linéaire avec le produit des amplitudes
des ondes mères avant d’atteindre un régime stationnaire. Ce résultat est en accord qualitatif avec
la théorie des interactions résonantes dans l’hypothèse où l’on néglige la dissipation des ondes et
l’évolution temporelle des ondes mères. La gamme de fréquence étudiée correspond à des ondes
de tension-flexion, les deux termes élastiques étant nécessaires pour décrire la propagation des
ondes.

Ce travail ouvre un certain nombre de perspectives. Théoriquement il serait intéressant d’ap-
pliquer la théorie des interactions résonantes pour calculer les solutions à tout temps, prenant en
compte l’évolution temporelle de l’amplitude ondes mères. Il serait ainsi possible de déterminer
les amplitudes en régime stationnaire [152]. La prise en compte de la dissipation serait alors né-
cessaire. Expérimentalement, il serait également intéressant de faire varier l’angle entre les deux
ondes mères afin de confirmer la dépendance angulaire théorique du coefficient d’interaction.
Par ailleurs, la réalisation d’un dispositif permettant l’étude du taux de croissance spatial aurait
l’avantage de s’affranchir de la dépendance temporelle des ondes mères.

Réaliser des expériences avec des bords libres, possiblement sans tension, permettrait de
confirmer l’existence d’interactions à trois ondes pour des ondes de flexion, ou des ondes de
gravité-flexion. Ce dernier cas étant celui rencontré en océanographie, à la surface d’une couche
de glace flottant sur l’océan.

Enfin il serait intéressant d’étudier le devenir des interactions résonantes lorsque l’amplitude
de forçage augmente. Cela permettrait d’étudier la transition entre une triade en interactions
résonantes et l’état de turbulence d’ondes décrit au chapitre 9.
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Figure A.1 – Dispositif expérimental et représentation schématique du profil parabolique de la
feuille élastique lorsqu’une pression hydrostatique est imposée.

Nous allons quantifier dans ce chapitre annexe la tension statique T induite par un champ
de pression extérieure P , à la fois expérimentalement et théoriquement. Nous avons en effet
déjà discuté au chapitre 9 la possibilité d’imposer une dépression ou un surpression à l’aide de
notre dispositif expérimental. La feuille élastique recouvrant le dispositif est fixée aux bords et
prend alors une forme parabolique. A partir des équations de l’élasticité linéaire, [2, 163] nous
allons expliquer cette forme parabolique. La dépendance en loi d’échelle entre pression statique
et tension statique est décrite dans [2] et nous allons ici calculer les pré-facteurs de cette relation.
Nous montrons ensuite que cette relation est bien vérifiée expérimentalement. Ainsi la tension
statique est parfaitement contrôlée par la pression statique avec la relation :

T 3 =
Eh

32(1− ν)
∆P 2R2. (A.1)

A.1 Feuille élastique sous un champ de pression : observations
expérimentales

Nous considérons toujours une feuille élastique d’épaisseur h, de module d’Young E, et de
module de Poisson ν fixé sur les bords d’une cuve circulaire de rayon R, comme représenté
sur la fig. A.1 et précédemment décrit au chapitre 9. Il est possible d’imposer une pression
hydrostatique en vidant (dépression) ou en remplissant (surpression) une partie de l’eau de la
cuve, correspondant à une variation de la hauteur d’eau du tube de référence ∆H. Nous allons
chercher à déterminer la tension statique induite par ce processus. Pour cela intéressons nous
d’abord à la forme de la feuille sous un champ de pression.

La figure A.2 montre la surface pour différentes configurations : dans le cas d’une forte
dépression (fig A.2b) et d’une forte surpression (fig A.2a) une surface parabolique est observée.
Dans le cas d’une faible pression (depression fig A.2d et surpression A.2c), la surface apparait
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(a) Surface parabolique, forte surpression (∆H =
65 mm)

(b) Surface parabolique, forte depression (∆H = 70
mm)

(c) Surface plate, faible surpression (∆H = 6 mm) (d) Surface plate, faible depression (∆H = 5 mm)
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Figure A.2 – Exemples de surface de feuille élastique fixée aux bords d’une cuve cylindrique
sous un champ de pression
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relativement plate et seul le bord remonte du fait du collage. Notons que la fenêtre de mesure
capture une zone de environ 15 cm par 15 cm et ne capture donc pas la totalité de la surface de
la membrane, dont le rayon est R = 10 cm. Le coin à droite (x et y > 0) est fixée au bord de
la cuve et donne le niveau zéro. Enfin les figures A.2e et A.2f montrent une coupe de la surface
pour x = 0. Les courbes en noir représentent dans chacun des deux cas une pression forte et en
rouge l’ajustement parabolique correspondant. Les courbes en bleu correspondent au cas où la
pression est faible et l’on voit très bien que le profil est plat. Nous pouvons en outre remarquer
que la valeur de la déflexion maximale dans les cas de profils plat est de l’ordre de la hauteur
d’eau enlevée ∆H.

La première conclusion est donc que dans le cas d’une pression relativement importante, la
feuille élastique prend une forme parabolique. La déflexion maximale observée croît avec la pres-
sion imposée et sera discutée en détails au § A.3. Nous allons tout d’abord étudier théoriquement
ce problème, ce qui nous permettra d’expliquer la forme parabolique et de dériver les relations
entre la pression extérieure, la déflexion et la tension statique.

A.2 Théorie statique

A.2.1 Equations de Föppl-Van Karman

Les équations de feuilles élastiques minces, où équations de Föppl-Van-Karmann (FvK)
peuvent s’écrire de différente façons équivalentes [2, 163]. Considérons une membrane élastique
d’épaisseur h très petite devant les extensions latérales de la feuille (hypothèse de feuille mince),
de module d’Young E, et de module de Poisson ν. Soit η(x, y) le déplacement transverse de la
feuille élastique mince, σij le tenseur des contraintes, et P la pression extérieure exercée, alors
les équations de FvK en statique s’écrivent [2] :

h3E

12(1− ν2)
∇4η − h

∂

∂xj

(
σij

∂η

∂xi

)
=P

∂σij
∂xj

=0

(A.2)

Ces équations peuvent être réécrites en fonction de la "fonction de contrainte", ou fonction d’Airy
χ, définie par les relations :

σxx =
∂2χ

∂y2
, σxy = − ∂2χ

∂x∂y
, σyy =

∂2χ

∂x2
. (A.3)

Les équations (A.2) deviennent alors :

h3E

12(1− ν2)
∇4η − h

(
∂2χ

∂y2
∂2η

∂x2
+
∂2χ

∂x2
∂2η

∂y2
− 2

∂2χ

∂x∂y

∂2η

∂x∂y

)
=P

∇2χ+ E

(
∂2η

∂x2
∂2η

∂y2
−
(
∂2η

∂x∂y

))
=0

(A.4)

Les équations (A.4) constituent la forme habituelle des équations de Föppl-Von-Karman, décri-
vant le système non linéaire complet des feuilles minces en flexion forte.
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A.2.2 Forme parabolique induite par une pression extérieure

Nous allons maintenant montrer que ces équation permettent de comprendre la forme parabo-
lique de la membrane sous pression. Considérons le cas d’une forte tension, sous une déformation
élastique importante h≪ η. Les tension longitudinales dues à la flexion peuvent alors être négli-
gées et les composantes du tenseur des contraintes σij sont égales aux contraintes extérieures de
traction constantes. Le terme de flexion élastique (équation d’une membrane) peut être négligé
et le bilan statique des forces s’écrit [2] :

hσij
∂2η

∂xj∂xi
+ P = 0 (A.5)

Dans le cas où la traction est isotrope, la valeur absolue de la force de traction (tension ou
compression) appliquée au bord de la membrane par unité de longueur T est donnée par hσij =
Tδij , et ainsi

T∇2η + P = 0. (A.6)

Cette équation peut être résolue exactement dans le cas d’une membrane fixée au bord sur une
cuve circulaire et il vient en coordonnées polaires, r la distance au centre de la membrane [2] :

η(r) =
P

4T
(R2 − r2). (A.7)

Ainsi pour une membrane fixée au bord d’un bassin circulaire, l’application d’une pression exté-
rieure homogène induit une déflexion parabolique. La déflexion maximale s’écrit alors :

ηm =
PR2

4T
, (A.8)

cette formule permet de relier la valeur de la tension statique T à la pression extérieure P et
la déflexion maximale ηm. Nous allons maintenant chercher à relier la tension et la pression
directement.

A.2.3 Dépendance entre la tension et la pression : loi d’échelle

L’équation d’équilibre A.5 donne dans le cas d’une géométrie cylindrique la forme parabolique
de la membrane sous force de pression extérieure P. Afin de déterminer l’intensité de la déflexion
ηm, il convient de revenir aux équations de FvK. L’évaluation des termes de l’éq. (A.4) nous
donne χ ∼ Eη2. Dans le cas d’une forte déformation η ≫ h le terme de flexion dans l’eq. (A.4)
est petit devant celui de tension et est d’ordre de grandeur hηχ

l4
∼ Ehη3

l4
, où l est une dimension

latérale de la membrane, ici l ≡ R. Ainsi la déflexion maximale est de l’ordre de :

ηm ∼
(
l4P

Eh

)1/3

. (A.9)

La déflexion maximale est ainsi en cube de la force (pression) extérieure exercée. En combinant
l’équation (A.9) avec l’équation (A.8), il vient la loi d’échelle entre pression et tension statique :

T ∼ (EhP 2R2)1/3. (A.10)

La tension statique induite par une pression homogène sur la membrane dépend donc à la puis-
sance 2/3 de la pression.
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A.2.4 Dépendance entre la tension et la pression : calcul complet

Nous présentons ici un calcul complet de la relation entre pression statique et tension sta-
tique qui va permettre de déterminer les pré-facteurs de la loi d’échelle eq. (A.10) déterminé
précédemment. Ce calcul se base sur les équations de l’élasticité linéaire [2, 163].

Expression du champ de contrainte

Soit une pression exercée ∆P sur la membrane. Le champ de tension créé par la dépression
est supposé équivalent à une déformation dans le plan, soit une élongation δR de la membrane :

u⃗(r⃗) =
δR

R
ru⃗r (A.11)

Les contributions projetées sur x et y sont

u⃗(x) =
δR

R
xu⃗x et u⃗(y) =

δR

R
yu⃗y (A.12)

Les déformations suivant x et y s’écrivent alors ∂u⃗(x)
∂x = δR

R et ∂u⃗(y)
∂y = δR

R . Les contraintes
correspondant à cette déformation s’écrivent (Landau) avec i = x, y :

σii =
Eh

1− ν2
(1 + ν)

∂u⃗(i)

∂i
et σij = 0 si i ̸= j (A.13)

Ainsi il vient
σii =

E

1− ν

δR

R
soit T = hσii =

Eh

1− ν

δR

R
(A.14)

Expression du déplacement induit

Le déplacement δR induit une modification de surface δS. La surface courbée s’écrit

Scurv =

∫
2πrdl avec dl =

√
dr2 + dη2 = dr

√
1 +

(
dη

dr

)2

(A.15)

ce qui donne d’après (2)

Scurv = 2π

∫ R

0
r
√

1 + η′(r)dr = 2π

∫ R

0
r

√
1 +

(
∆Pr

2T

)2

dr (A.16)

on pose le changement de variable u =
(
∆Pr
2T

)2, soit du =
(
∆P
2T

)2
2rdr, ainsi

Scurv =
2π

2
(
∆P
2T

)2 ∫ u(r=R)

u(r=0)
du

√
1 + u =

2π

2
(
∆P
2T

)2 [23(1 + u)2/3
]u(r=R)

u(r=0)

(A.17)

Scurv =
2π

3

(
2T

∆P

)2
(1 + (∆P

2T

)2

R2

)3/2

− 1

 (A.18)
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On s’intéresse à la variation de surface δS = Scurv − Srepos = Scurv − πR2, soit δS
S = Scurv

πR2 − 1,
ainsi

δS

S
=

2

3R2

(
2T

∆P

)2
(1 + (∆P

2T

)2

R2

)3/2

− 1

− 1 (A.19)

et on a δR
R = δS

2S , ce qui permet d’obtenir T = Eh
1−ν

δS
2S , et donc finalement :

T =
Eh

2(1− ν)

 2

3R2

(
2T

∆P

)2
(1 + (∆P

2T

)2

R2

)3/2

− 1

− 1

 (A.20)

A ce stade deux développements asymptotiques peuvent être calculés en fonction du paramètre
ϵ =

(
∆PR
2T

)2, l’équation précédente s’écrit :

T =
Eh

2(1− ν)

(
2

3ϵ

(
(1 + ϵ)3/2 − 1

)
− 1

)
(A.21)

Cas ϵ≪ 1

Dans le cas ϵ≪ 1, on effectue un D. L au premier ordre non nul : (1 + ϵ)3/2 ≈ 1 + 3
2ϵ+

3
8ϵ

2,
il vient :

T =
Eh

2(1− ν)

2

8
ϵ (A.22)

ce qui donne :

T =
Eh

32(1− ν)

(
∆PR

T

)2

(A.23)

soit
T 3 =

Eh

32(1− ν)
∆P 2R2 (A.24)

Cette équation donne bien un résultat en accord avec la loi d’échelle dérivée plus simplement (
eq. A.10).

A.3 Résultats expérimentaux

Revenons maintenant aux résultats expérimentaux. Nous avons observé une forme parabo-
lique de la membrane dans le cas d’une pression relativement importante, et justifié ensuite cette
géométrie par un bilan de forces entre tension et pression. La déflexion de la feuille élastique est
notée η et l’on s’intéresse dans un premier temps à l’évolution de la déflexion maximale ηm en
fonction de la pression imposée. Bien évidement dans le cas d’une surpression ηm est positif et
négatif dans le cas d’une dépression, de même que ∆H. Dans la suite les valeurs absolues sont
considérées du fait de la symétrie du problème (la gravité est négligeable).

La figure A.3 montre l’évolution de ηm avec le paramètre ∆H qui fixe la pression hydrostatique
imposée. Deux types de variation de pression ont été imposés : dépression correspondant à
∆H < 0 (◦ et �) et surpression correspondant à ∆H > 0 (◦). Les mesures de ηm ont été
réalisées de deux manières : grâce à la reconstruction optique (profilométrie par transformée de
Fourier, FTP) (◦) et mécaniquement grâce à une jauge de profondeur (�). La figure A.3 montre
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Figure A.3 – Evolution de |ηm| en fonction de |∆H|. Mesure optique par FTP (◦) et mécanique
à la jauge de profondeur (�). Deux types de variation de pression ont été imposés : dépres-
sion correspondant à ∆H < 0 (◦) et surpression correspondant à ∆H > 0 (◦). Deux types de
dépendances sont observés, |ηm| ∼ |∆H| à faible |∆H| et |ηm| ∼ |∆H|1/2 ensuite.

que la valeur de |ηm| ne dépend pas du type de pression imposée. Ceci est du au fait que la
gravité est négligeable par rapport aux forces de tension.

Deux régimes de variation sont observés, |ηm| évolue linéairement pour les faibles |∆H| et un
changement de pente est ensuite observé pour |∆H| > 1 cm, avec environ |ηm| ∼ |∆H|1/2. Les
courbes en trait pointillé indiquent les lois de puissance 1 et 1/2 de ces deux régimes. Lorsque le
profil complet est analysé, il apparait que dans le premier régime la membrane est quasi plate
au centre et simplement courbée au niveau des points d’attaches, comme cela est illustré par la
figure A.2. Ainsi |ηm| ≈ |∆H| dans ce régime dit linéaire. Dans le second régime la surface est
parabolique (figure A.3) du fait d’une forte pression.

A.3.1 Dépendance de ηm avec la pression en régime parabolique

Nous allons maintenant évaluer les forces de pression dans le régime parabolique (i.e forte
déformation). Nous considérons par la suite toujours les valeurs absolues et les | · | ne sont plus
indiqués afin d’alléger les notations.

Décomposition de la pression

Dans le cas où la membrane flotte sur l’eau, pour une modification de la hauteur d’eau ∆H,
la pression hydrostatique exercée sur la membrane peut se décomposer en deux termes :

P = Ps + Pp = ρg(∆H − ηm) + Pp, (A.25)

Ps correspond à la pression hydrostatique proprement dite et Pp à la pression sous la parabole.
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Figure A.4 – Evolution des différents termes de pression en fonction de ∆H, comparés à � :
∆Hρg. � ; P = Ps + Pp ; � : Ps ; � : Pp

Pression sous une parabole

La force de pression hydrostatique exercée sous une parabole peut s’écrire comme l’intégrale
de la pression dp = ρgη exercée sur une tranche de fluide de hauteur dη et de largeur r :

Fp =

∫ ηm

0
dprdη =

∫ ηm

0
ρgηrdη (A.26)

La grandeur r est donnée par : r = R
√

(η − ηm)/ηm, ainsi :

Fp =

∫ ηm

0
ρgηR

√
(η − ηm)/ηmdη (A.27)

Ce qui donne après intégration :

Fp = ρgRη2m
16

15
(A.28)

En unité de pression il vient

Pp =
Fp

πR2
=
ρgη2m
πR

16

15
(A.29)

La figure A.4 montre la dépendance des différents termes de pression Ps, Pp et P = Ps + Pp

et du terme ρg∆H en fonction de et ∆H. Remarquons que la loi d’échelles entre P et ∆H n’est
pas linéaire du fait de la dépendance en ηm. Le terme Pp apparait lui négligeable. La pression
extérieure correspond donc au terme hydrostatique Ps, ce qui justifie la symétrie entre dépression
et surpression.

A.3.2 Lois d’échelles

Nous allons maintenant nous intéresser à la dépendance expérimentale entre ηm, P = Ps et T
et comparer les résultats avec les lois d’échelles (eq. A.9 et A.10) et le calcul complet (eq. A.24).

La figure A.5 (gauche) montre l’évolution de ηm en fonction de P . La courbe en pointillé
indique la loi de puissance ajustée ηm ∼ P 0.28 proche du régime P 1/3 donnée par l’eq. (A.9). La
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Figure A.5 – Gauche : Evolution de ηm en fonction de la pression P . En trait pointillé rouge,
un ajustement ηm ∼ P 0.28 Droite : évolution de Ts en fonction de la pression P . En trait plein

rouge la courbe théorique, T =
(

Eh
32(1−ν)P

2R2
)1/3

tension T en fonction de P et de ηm peut être évaluée à l’aide de l’équation (A.8) :T = PR2/ηm.
La figure A.5 (droite) montre l’évolution de T ainsi calculée en fonction de P . La courbe en
trait plein rouge représente l’équation eq. (A.24) donnant dépendance de T en fonction de P :

T =
(

Eh
32(1−ν)P

2R2
)1/3

. Un très bon accord entre le modèle et l’expérience est observé.
Les lois d’échelles statiques entre ηm, P et T sont donc données par une approximation des

équations de FvK (A.10) dans le cas d’une forte tension (hypothèse de membrane) et de forte
déformation.

A.3.3 Membrane sous un champ de pression, sans eau.

Afin de confirmer les résultats précédents, nous reproduisons les mêmes expériences mais avec
cette fois ci de l’air sous la membrane. Le protocole est le suivant : un peu d’eau est vidé de la
cuve (qq cm de hauteur) puis la membrane est décollée en un point, laissant l’air rentrer sous la
membrane et est ensuite recollée afin de ne pas avoir de fuite. La dépression est ensuite appliquée
de la même manière que précédemment en vidant de l’eau d’une hauteur ∆H.

L’évolution de ηm en fonction de ∆H pour une pression imposée dans l’eau et dans l’air
est très similaire au cas en présence de l’eau et la loi de puissance observée est la même. Ainsi
l’analyse précédente est justifiée et la présence d’eau ne modifie pas la réponse élastique, nous
sommes dans le cas d’une membrane en flexion forte sous un champ de pression. Nous pouvons
observer que la déflexion est légèrement plus faible dans l’air.

Le champ de pression est calculé de la même manière que précédemment, il faut cependant lui
ajouter le poids de la membrane Pe = ρegh, qui n’est plus compensé par la pression d’Archimède.
Ainsi P = Pe + P0 + Pp dans le cas de l’air. La figure A.6 (gauche) montre l’évolution de ηm
en fonction de P dans l’eau et dans l’air. Les résultats sont sensiblement les mêmes, la loi de
puissance observée est identique dans les deux cas. De même nous pouvons calculer la tension
statique à partir de ηm et de l’équation (A.8). Les résultats sont montrés figure A.6 (droite) et
la loi reliant P et T statique (eq. A.24) est bien vérifiée.
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Figure A.6 – Gauche : Evolution de ηm en fonction de P . Dépression dans l’air (�) et dans
l’eau (�), pointille rouge, loi de puissance ηm ∼ P 1/3. Droite : Evolution de T en fonction de P .

Dans l’air (�) et dans l’eau (�), en trait plein rouge la courbe théorique, T =
(

Eh
32(1−ν)P

2R2
)1/3

.

L’application d’une pression hydrostatique permet donc bien de parfaitement contrôler la
tension statique de la membrane.
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Au cours de cette thèse nous avons étudié les propriétés statistiques et dynamiques d’un
ensembles d’ondes en interaction non linéaire et avons discuté le domaine de validité de la théorie
de turbulence d’ondes.

Nous avons caractérisé expérimentalement les régimes stationnaires de cascade directe
de turbulence d’ondes dans différents systèmes : les ondes capillaires (chap. 5), les ondes de
gravité (chap. 8) et pour la première fois pour un système d’ondes de tension hydro-élastiques
(chap. 9). Les premières simulations numériques directes des équations de Navier-Stokes dipha-
siques en turbulence d’ondes capillaires sont également présentées (chap. 6). L’étude des régimes
instationnaires (chap. 4, 9) permet de confirmer le scénario théorique de déclin auto-similaire
valide dans de nombreux systèmes turbulents. Une première observation expérimentale en labo-
ratoire de la cascade inverse d’ondes de gravité (chap. 7) a aussi été réalisée.

La phénoménologie de cascade directe d’énergie dans un système d’ondes non linéaire est
largement observée expérimentalement et se caractérise par un spectre d’énergie des vagues
invariant d’échelle. Cette phénoménologie est prédite par la théorie de turbulence faible, l’énergie
étant transférée d’échelle en échelle par interactions non linéaire entre ondes. Toutefois un accord
quantitatif entre prédictions théoriques et résultats expérimentaux n’est pas toujours observé.
Ainsi les pentes des spectres sont données par la théorie dans le cas de la turbulence d’ondes
capillaires à faibles viscosité, expérimentalement et numériquement. Au contraire, cet accord
disparait lorsque la dissipation augmente. Les cas des ondes de gravité à la surface d’un liquide
et des ondes de tension à la surface d’une mince feuille élastique flottante sont également différents
des prédictions de la turbulence faible. A partir de ces résultats, il est possible de discuter les
hypothèses théoriques de la turbulence faible satisfaites expérimentalement, celles qui peuvent
être violées sans trop de conséquences et celles dont la mise en défaut remet en cause l’application
de la turbulence faible.

Deux types de processus mettant en défaut la théorie de turbulence faible sont identifiés dans
les expériences. L’influence i) de la dissipation à toutes les échelles sur la turbulence d’ondes, et
ii) des structures cohérentes (modes propres, déferlements) sur le régime de turbulence d’ondes.
Inclure la dynamique de ces processus au sein d’une théorie de la turbulence faible générale
apparait comme un défi majeur pour notre compréhension des systèmes d’ondes en interactions.

La dissipation à toutes les échelles est mise en évidence dans les systèmes expérimentaux
et son influence sur les cascades turbulentes est discutée dans les chapitres 4, 5 et 9. Différents
régimes peuvent alors être décrits suivant l’importance de la dissipation.

– La dissipation est localisée uniquement à petite échelle et est négligeable dans la zone
inertielle. Le spectre de Kolmogorov-Zakharov est alors observé, avec un flux constant à
travers les échelles et la constante de Kolmogorov-Zakharov peut être calculée. Ce n’est à
notre connaissance observé que dans des simulations numériques, faiblement non linéaire
et sans dissipation pour les ondes capillaires [36, 96], de gravité [37, 38], ou encore des
plaques minces [39, 43]. Dans une certaine mesure, les simulations numériques des équations
de Navier-Stokes présentées dans le chapitre 6 correspondent à cette situation du fait
de l’apparition d’une dissipation numérique à partir d’une certaine fréquence qui coupe
brutalement la cascade capillaire.

– La dissipation est faible mais existe à toutes les fréquences. Un spectre en loi de puissance de
l’échelle est alors observé, avec un exposant en accord avec la turbulence faible. C’est le cas
des expériences de turbulence d’ondes capillaires dans des liquides de faible viscosité (chap.
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5). L’existence de dissipation induit un flux d’énergie qui décroit avec l’échelle. Comme nous
l’avons montré (chap. 5), il est cependant possible de définir un flux moyen à travers la
cascade capillaire et la dépendance du spectre des vagues avec ce flux est celle donnée par
la théorie. Il s’agit d’un résultat expérimental majeur puisque cela permet de comprendre
pourquoi l’estimation du flux d’énergie par la puissance moyenne injectée décrite dans la
littérature menait à un désaccord entre expérience et théorie. Nous avons ainsi pu estimer
pour la première fois la constante de Kolmogorov-Zakharov expérimentalement.

– Lorsque la dissipation est plus forte, les spectres sont toujours observés en loi de puissance
de l’échelle mais les pentes sont plus raides. Nous avons mis en évidence un tel régime pour
les ondes capillaires dans des liquides de forte viscosité (chap. 5). L’existence de dissipation
à toutes les échelles pourrait également expliqué le régime de turbulence d’ondes observé
pour les ondes de tension, la pente du spectre étant trouvée plus raide que celle prévue
théoriquement (chap. 9). Ce processus a également été observé en turbulence de flexion à
la surface d’une plaque élastique [86, 43]. Enfin, il est possible que la dissipation est un
rôle sur les spectres de turbulence d’ondes de gravité observés expérimentalement (chap.
8), même si d’autres explications peuvent être invoquées.

– Lorsque la dissipation devient complètement dominante, les spectres ne sont plus en lois
de puissance, nous avons pu observer la transition vers cet état pour les spectres de gravité
lorsque la viscosité devient trop forte (chap. 5).

Nous avons décrit ici la phénoménologie résultant de l’influence de la dissipation sur le régime
d’ondes en interaction. La prochaine étape sera d’être capable de décrire quantitativement le
passage d’un état à l’autre, peut être par une description des rapports des temps d’interactions
non linéaires et dissipatifs. L’utilisation conjointe des simulations numériques et de mesures
spatiales pourrait permettre de décrire l’évolution du temps non linéaire avec l’échelle et le flux
d’énergie. Enfin, l’extension des simulations au cas des ondes de gravité pourrait permettre de
vérifier l’importance de la dissipation sur les spectres observés vis à vis d’autres processus comme
les déferlements et les ondes de singularité.

La seconde grande question soulevée par l’analyse des ondes de gravité et des ondes hydro-
élastiques réalisée dans cette thèse concerne le rôle de l’existence de structures cohérentes
au sein d’un ensemble d’ondes en interaction et l’influence de telles structures sur la forme du
spectre d’énergie.

– L’état statistique d’un ensemble d’ondes de gravité non linéaires apparait complexe à com-
prendre malgré l’observation des cascades inverse (chap. 7) et directe (chap. 8). Les condi-
tions de forçage et de réflexions des vagues sont discutés. De plus, les spectres d’énergie
peuvent avoir la même dépendance en échelle mais cacher des dynamiques sous-jacente très
différentes : issues soit d’ondes de singularités ou alors d’ondes en interaction non linéaire.
L’influence des fortes non linéarités et des évènements de types déferlements est encore mal
comprise. Une analyse plus détaillée à l’aide d’outils de traitements du signal du type onde-
lettes pourrait permettre une avancée dans ce domaine. De plus, ces processus mettent en
jeu une dissipation non linéaire primordiale dans la détermination du bilan d’énergie d’un
système naturel comme l’océan ainsi que dans les échanges entre l’océan et l’atmosphère.

– L’expérience à la surface d’une feuille élastique flottante a mis en évidence un effet de taille
finie original : l’amplification non linéaire et l’oscillation du mode propre de la feuille, du
fait des conditions de fixation aux bords de la cuve. La dynamique de ce mode propre
pourrait être assimilé à un phénomène de condensation et il n’est pas exclu que ce mode
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cohérent interagisse avec la cascade turbulente. L’existence d’une telle interaction non
locale pourrait expliquer en partie le désaccord entre spectre théorique et expérimentale.

Finalement, les expériences en grand bassin sont très prometteuses dans le but de comprendre
l’influence des structures de forte non-linéarité et de déferlements sur le spectre d’ondes de gravité.
La réalisation de mesures spatiales sur les ondes de gravité permettraient sans doute de fortes
avancées en ce sens. Il serait également très instructif de pouvoir réaliser des simulations d’ondes
de gravité en interaction incluant des déferlements, ce qui est a priori possible dans Gerris
mais soulèvera sans doute des difficultés techniques. Concernant les ondes hydro-élastiques, la
réalisation d’expériences aux bords libres est une perspective importante qui pourrait permettre
de mieux identifier l’influence d’une structure cohérente sur le régime de turbulence d’ondes. En
outre, l’étude en laboratoire de ces ondes de gravité-flexion pourrait être d’un grand intérêt pour
son application au problème de la glace sur l’eau.
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